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VOORWOORD.

In dit proefschrift wordt aangetoond, dat de vermaarde slingerproef
van Fouvcauvrr slechts een zeer bizonder geval is van eene geheele groep
van voor het begrip der betrekkelijke beweging zeer leerzame verschijn-
selen, die proefondervindelijk even gemakkelijk en overtuigend de draaiing
der aarde laten bewijzen.

‘Waarschijnlijk zullen de experimenteele toepassing dier verschijnselen
als bewijs voor de aswenteling der aarde en de behandeling der vraag-
stukken uit de analytische mechanica, die er mede in verband staan, bij
een verschillenden kring van lezers belangstelling wekken. Met het oog
daarop is het proefondervindelijk gedeelte zoo bewerkt, dat het afge-
scheiden van de hoogere wiskundige ontwikkelingen kan worden gevolgd
en anderzijds in het eerste Stuk van het Wiskundig Gedeelte ,over de
betrekkelijke beweging” elke inmenging der proefondervindelijke natuur-
kunde vermeden. Overdrukken van dit stuk uit het Nieww Archief voor
Wiskunde werden mij goedgunstig door het Genootschap ,Een onvermoeide
arbeid komt alles te boven” tot dit gebruik verstrekt. Het onderzoek
van de storingen van de verschijuselen, die de wiskundige ontwikkeling
oplevert, is in het tweede Stuk van het Wiskundig Gedeelte bevat.

Bij het bewerken van dit proefschrift heb ik getracht de les te behar-
tigen, die voor een aankomend beoefenaar der natuurwetenschap opgesloten
ligt in de volgende woorden van Hermmorrz in zijne ,Geddckinissrede
ayf Gustav MaeNus”:

»Gegenwirtig scheint es mir, als wenn immer mehr und mit Recht
die Ueberzeugung Boden gewonne, dass in dem entwickelteren Zustande



der Wissenschaft nur derjenige fruchtbar experimentiren kénne der eine
eindringende Kenntniss der Theorie hat und ihr gemiéss die rechten
Fragen zu stellen und zu verfolgen weiss; und andererseits dass nur
derjenige fruchtbar theoretisiren konne, der eine breite praktische Erfah-
rung im Experiment hat ”

Moght uit de behandeling van dit onderwerp mijn ernstig streven
blijken om mij in deze richting te ontwikkelen, een streven, dat ik het
beste bewijs reken van mijne dankbaarheid jegens U, Hooggeleerde G. KircH-
HOFF, die mij uwe hulp zoo ruimschoots geschonken hebt bij mijne eerste
proeven met den slinger van Foucaurr, waarin ik later de aanleiding
tot dit onderzoek vond — en jegens U, Hooggeleerde R. A. MEES voor
de welwillendheid, waarmede gij mij steeds uwe hulp en ondersteuning
hebt verleend, gedurende de vele jaren, die ik onder uwe leiding werk-

Zaam was.



ERRATA.

pag. 4, reg. 10 v. o., moet nu wegvallen,

n

n

5,

8,

reg. 11 v. o., moet- worden toegevoegd: , terwijl zij voor
het in rust gedachte codrdinatenstelsel uit (1), met wegla-
ting van (72 bij de krachtontbondenen, en (2) moeten wor-
den geélimineerd.

reg. 2 v. b., moet dus wegvallen.

reg. 5 en 6 v. b. moet U in plaats van V staan.

form. (19), lees x, in plaats van «,.

8 en 9, form. (22) tot form. (28) moet p" in plaats van p staan.

10,
21,

22,

21,
28,
31,

33,
40,

pde H van het stelsel” cursiveeren.

form. (65), in den tweeden term van het i lid in D in
plaats van D.

De zin: Voor een cardanisch enz. te lezen als volgt:

Voor een cardanisch opgehangen slinger en ook voor een
stelsel van stoffelijke punten gebonden aan een vlak, maar
vrij daarin bewegelijk, zullen wij echter in Hoofdstuk III
zien, dat het niet nul is, maar de levende kracht wanneer
het stelsel met de ontbondene van de draaiingssnelheid
van het coordinatenstelsel volgens de as, om welke het
stoffelijk stelsel niet draaien kan.

reg. 8 v. 0., achter (1) te lezen: met weglating van de <>
bij de krachtontbondenen, d.i. toegepast op een rustend
codrdinatenstelsel.

lees (68Y) voor (68).

reg. 12 en 13 v. b., lees achter (1): met weglating van
¢~ bij de krachtontbondenen.

reg. 12 v. b., lees (68%) voor (68).

reg. 6 v. b., lees 2 — 24, in den noemer van den laatsten
term.



pag. 68, reg. 2 v. b., lees v, en w,, in plaats van v en w.
reg. 17 v. b., lees: ,onze integralen van Hoofdstuk II” in
plaats van ,elliptische integralen”.
reg. 19 v. b., lees p? en ¢* in plaats van p en g.
reg. 17 v.o., lees y,' =y, Cosb —z, Sin .
reg. 15 en 13 v. 0., lees p® en ¢* in plaats van p en g¢.

s 156, reg. 18, 15 en 4 v.o., lees X, in plaats van x,.

" 77, reg. 7 v. 0., lees 8, in plaats van §.

A8 . Lrs
79, reg. 10 v. b., lees — in plaats van —.
" 8 3% p 3

‘7 g

» 115, reg. 10 v. b., lees a_ﬁb_ in plaats van Fr

» 119, reg. 2 v.b., lees de foestel in plaats van Zet geheel.
reg. 17 v. 0., lees y,, 2,, in plaats van g, 2.
reg. 7 v.o., lees ©;, y;, 25, in plaats van 2, y, 2z en
Ty, Yy, 23, in plaats van @,, g, z,.
» 121, reg. 10 v. 0., 7 in plaats van II.
v 122, reg. 7 v. b., lees T, in plaats van T,.
» 123, form. (21), tweede term van £, lees a,"Sinm,.
n 126, reg. 2 v.b., lees I in plaats van II.
n 126, reg. 17 v.b., lees de laatste in plaats van deze.
» 129, reg. 16 v. b., toe te voegen: In dit Hoofdstuk wordt echter
U',g klein van de derde orde gesteld. (Zie de uitbreiding
in Hoofdstuk IV.)
aan form. (38) moet worden toegevoegd — U'g.
y 130, aan form. (40) moet worden toegevoegd — U'g.
s 182, form. (47%) moet zijn:
r, = V24, (k—a)Cospt, py’ = V 2B,z Cosgt'.
form. (49) lees in den teller van eersten term 2C, in

den noemer CZ%.
, 1383, form. (50) lees in het eerste lid:

7't 2.
94, " 2B,

, 186, form. (55), lees in den tweeden term B’ , voor B' .

» 140, reg. 13 v.b., lees achter orde: (zie Hoofdstuk IV).
reg. 14 v. b. moet verder wegvallen.

, 141, form. (68) reg. 1 v.b., lees —2m, £* in plaats van —2m, £.
reg. 2 v. b., lees AF:" in plaats van 2Al:" .



pag.

"

n
"

141,

142
144,

-

146,

149

-

150,
151,

154,
155,
156,

157,

158,
162,

163,
167,

176,

178,

180,
183,

form. (69) laatste vergelijking, lees Az’; in plaats van AZ" .
aan form. (73) moet worden toegevoegd
€
AE? = —m, R.

form. (77) laatste regel, lees 44, in plaats van 4 0o

reg. 2 v.b., moet a wegvallen.b
a
reg. 1 en 8 v. b., lees —— en —— in plaats van & en .

form. (71%) moet in plaats van A77, Ais en Ai” staan
2AM , QA8 en 24% .

0 0 0
reg. 1 v.b., eveneens.
reg. 9 v.o., eveneens.
reg. 18 v.o., lees A77 in plaats van Ai’l in ’t laatste lid.
reg. 6 v.o., lees U’ u: in plaats van v,
form. (74%), lees —1M" en —31M' in plaats van M"
en M'.
reg. 8 v.b., toe te voegen: De scheefte der assen is ech-
ter bij onzen slinger van de tweede orde.
reg. 8 v.o0., lees ket in plaats van dit.
reg. 3 v.b., lees dezelfde in plaats van de.
reg. 4 v. b., lees zooals in plaats van die.
reg. 9 v.o., na &rengen moet worden ingevoegd:
In Hoofdstuk II wordt buitendien de werking van eene
wrijving onafhankelijk van de snelheid nagegaan, die bij
mijne proeven ook van invloed bleek te zijn.

reg. 8 en 7 v.o., lees A"y V4, B'yV 4, en V4,B'.

reg. 6 v.o., lees kunnen in plaats van kam.
reg. 7 en 8 v. b., lees aC*? in plaats van aC"+17,

reg. 9 v.b., lees /—42 in plaats van Ap.

2
p s . 28
reg. 1 v. b., lees P 37 in plaats van I

reg. 3 v.b., lees O in plaats van 3.
reg. 4 v.b., lees ¢ in plaats van 3.
form. (133) in &p', lees Sind’ in plaats van Sin?y’.
in ¢y’, lees Sin®J’ in plaats van Sind’.
reg. 18 v. 0., lees Wanncer men, in plaats van Wanneer.
form. (149), lees Cose in plaats van Cos 2.



pag.

"

"

184,
186,

reg. 3 v.b., lees Sin in plaats van Sn.

reg. 14 v.b., toe te voegen: of omgekeerd alnaarmate de
normale of abnormale onderperiode voorafgaat.

form. (159), in den noemer van het tweede lid 8.’ in
plaats van 0.'.

reg. 6 v.o.,

Apnix, =—}A: BD& 24dp \/ Oos?eSind'(A=1+ Cos23).

189, reg. 15 v. b., lees y in plaats van = en omgekeerd.
aa" 8 da’y
194, reg. 12 v. b., —r = 3, (B,,,a —dpb ) Tl
4 \/}?, 4

reg. 8 v.o., lees 3, o plaats van Pt
195, reg. 7, v. 0., lees negatieve in plaats van positieve.
201, reg. 12 v. b., lees A x, = 15’.9 in plaats van A 5, == 18".1.

204,

205,

229,

reg. 10 v.o., eerste lid ;t( in plaats van (—;—li,

tweede lid, lees \/ % in den noemer in plaats van 2.

in [g] lees ‘Aplgh, = —0.0994.

in (176) ‘ApP in plaats van P’ Ap.

reg. 28 v. 0., lees Hoofdstuk III in plaats van Hoofdstuk I.
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HOOFDSTUK I

TOEPASSING VAN DE METHODEN VAN HAMILTON-JACOBI OP DE
THEORIE DER BETREKKELIJKE BEWEGING.

§ 1. De ScHERING’sche krachifunctie voor de nevenkrachten van
Cor10LIS; de canmomische differentiaalvergelijkingen en de.
karakteristicke functie voor de betrekkelijke beweging.

1. In ’t8ste deel van het Journal van LiouviiLe (2de série) heeft
Bour de differentiaalvergelijkingen voor de betrekkelijke beweging in
een coordinatenstelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast
lichaam heeft, door een kunstgreep in den canonischen vorm gebracht.
Een wezentlijk voordeel boven de gewone vormen van LAGRANGE
heeft deze slechts bij de volgende soort van vraagstukken. De voor-
waardevergelijkingen, waardoor de beweging van een stelsel van stof-
felijke punten beperkt wordt, of de krachten, die op deze werken,
of beide, moeten, ten opzichte van een volstrekt vast coordinatenstelsel
uitgedrukt, den tijd bevatten. Verder moet er zulk een stelsel van
bewegende coordinatenassen kunnen worden aangegeven, dat de uit-
drukking van de voorwsardevergelijkingen ten opzichte daarvan, en
van de krachten, telkens ten opzichte van hetzelfde, maar in zijne
oogenblikkelijke ligging plotseling vastgedachte, cobrdinatenstelsel ge-

1
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nomen, eenvoudiger en zoo mogelijk van den tijd onafhankelijk
worden.

In zulk een geval ligt het immers voor de hand, de volstrekte be-
weging van het stoffelijke stelsel door codrdinatenherleiding uit de be-
trekkelijke ten opzichte van het bewegende codrdinatenstelsel af te leiden.
En in deze zal men meestal slechts daardoor inzicht kunnen krijgen,
dat men haar als gestoorde beweging opvat, terwijl men als onge-
stoorde beweging, die van hetzelfde stoffelijke stelsel onder dezelfde
voorwaarden en krachten ten opzichte van hetzelfde, maar nu vol-
strekt vast gedachte, codrdinatenstelsel beschouwt. Wanneer dit coor-
dinatenstelsel daarentegen op de voorgeschreven wijze beweegt, en de
krachten en voorwaardevergelijkingen overeenkomstig met de beweging
van het laatste veranderen, doet de storing ten gevolge van de be-
weging der codrdinatenassen deze ongestoorde, meer eenvoudige, be-
weging in de betrekkelijke beweging , die wij onderzoeken, overgaan. Wij
willen aannemen, dat voor het ongestoorde vraagstuk de canonische
vorm van de differentiaalvergelijkingen en van de integraalvergelijkin-
gen mogelijk en bekend is

Het voordeel van de kennis der canonische differentiaalvergelijkin-
gen voor de betrekkelijke beweging ligt nu daarin, dat men de dif-
ferentiaalvergelijkingen voor de gestoorde elementen in den bizonder
eenvoudigen canonischen vorm brengen, en door differentiatie uit eene
zelfde storingsfunctie afleiden kan. Deze laatste vindt men door het
verschil te nemen van de karakteristieke functien voor de gestoorde
en voor de ongestoorde beweging, beide uitgedrukt in dezelfde codr-
dinaten, en daarbij de grootheden, die met dezelfde codrdinaten in de
beide gevallen tot een canonisch stelsel samengevoegd zijn, ofschoon zij
eene verschillende mechanische beteekenis hebben, gelijk te stellen. Bour
duidt de vorming van de storingsfunctie in het belangrijkste geval, nl.
wanneer de tijd niet in de voorwaardevergelijkingen en de snelheden niet
in de krachten voorkomen, slechts op deze wijze door eene nog uit
te voeren bewerking aan. Haar eigenlijke aard blijft daardoor ver-
borgen; maar wij zullen in het volgende aantoonen, dat zij uit twee
deelen bestaat, waarvan het eene van uiterst eenvoudigen vorm en
mechanische beteekenis is, en terstond neergeschreven kan worden,
wanneer het stoffelijke stelsel en de beweging van het coérdinaten-
stelsel, ten opzichte waarvan men de beweging onderzoekt, gegeven
is; terwijl het andere alleen in het geval, dat er voorwaarde-
vergelijkingen gegeven zijn, moet worden toegevoegd. Tevens zullen
wij den kunstgreep en de beschouwingen van Bour onder het
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meer algemeene gezichtspunt van de theorie van HamirroN-Jacosr,
zooals die door ScHERING uitgebreid is, brengen, en zijne uitkomsten
uitbreiden.

2. Wanneer z,,y;, z; de coordinaten van een stoffelijk punt ¢ met

) ) X Y g
de massa 7, in het bewegend codrdinatenstelsel, en ——, ——, ——
m;  m; W
de ontbondenen van de betrekkelijke versnelling zijn, die het ten gevolge
van de werkende krachten en de gegeven beweging van het codrdi-

natenstelsel, wanneer het vrij was, verkrijgen zou; zoo bepalen

. de, da, 20,
wl dt b ml dt 3 +r ra{ri’
DA dyi dy.i — Wr) aq)r 1
V=g ™y = 0I5 M
- dz; dz, . 3P,

_ L Th ) | _r
2 dt, mz d(t Zt ?Ardzi )

Pr=0 ... 0eeerueeo.(?

die beweging van het stelsel van stoffelijke punten in het bewegende
codrdinatenstelsel, welke buitendien voldoet aan de voorwaarden (2),
waar de @, functien van @,, y,, z,, enden tijd ¢ zijn. De A, moeten
uit (1) en (2) worden geélimineerd.

Laat nu het codrdinatenstelsel linksch gekozen zijn, d. w. z. zoo,
dat de 42 as aan de rechter-, de 4y as aan de linkerhand ligt,
wanneer men aan de zijde van de 42 as op het y vlak staande in
de richting tusschen de 4y en 4« as ziet; en noemen wij den

. s x . .
zin van eene draaiing van g om de 4« as, die de +y as in den

vroegeren stand van de 4z as brengt, positief. Verder duiden wij
met 2, B, ¥y de ontbondenen van de draaiingssnelheid van het cobr-
dinatenstelsel om zijne oogenblikkelijke as, met #, v, w die van de snel-
heid, met #', v, w' die van de versnelling van zijne voortgaande bewe-
ging, met X,, ¥,, Z, die van de kracht, welke op het beschouwde
punt ¢ werkt, aan; allen bij £ genomen ten opzichte van het rustende,
op elk oogenblik echter anders liggende stelsel, hetwelk uit dat der
2, y, z ontstaat, wanneer men dit telkens in zijn stand bij ¢ plotse-
ling vast denkt. Dan zijn de ontbondenen van de force dentraine-
ment van ComioLis volgens dezelfde assen, die wij met X(®), F{°),
Z* aangeven zullen,

1*
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Xi=—miv'+m BBri—ay)—my(ae;—yz,)+)
dy ap
—I—mq( ;E—[ adt)
Yi=—mv'+m,y(ry;—Bz) —m,2(Ba, —ay)+ )
do dy
+m‘(z‘dt — dt)

Z=—m, w+tmia(ez,—ye,)—m;B(ry;, —Bez;)+

ap do
+m; (“‘i 7i Y d—t—)’
dus volgens de bekende stelling van CorioLis
XO=X;+ X+ 2m, (rg,—B2),
Y=Yi+Y,+2m(ee;—yz),(....(4)
X=72t4+2Z,42%m; Ba;,—ay,),
waar de laatste leden de ontbondenen van de jforce centrifuge com-

posée van CORIOLIS zijn.
De bewegingsvergelijkingen (1) gaan dus over in

=0 m T = XX Oy — 05 2, 2
dit dt
dy dy, . 3¢
.?t‘:--d—;’ i v =T+ ¥, +2m(az; "‘7“’/'5)‘}‘27" Py »( (5)
_dz‘ dz.__ e . —_— ° ¢1‘
=gy Mgy =Ll inei—ay)+2a, o

¢, =0;.....
en de A zijn hierin geaccentueerd, omdat zij nu uit (5) en (2) moeten
worden geélimineerd.
Stelt men met Bour
K= —u Emiz‘—v Zm‘ Y —w Em T ()]

G=3Zm((ry:i— — 2.+ (a2 =) (B i—ay)*], ™

zoo ziet men, dat de drie eerste termen van X¢, Y% en Z¢ tot eene
krachtfunctie, namelijk X4 @, behooren. Tk heb opgemerkt, dat men
ook den laatsten term met de samengestelde centrifugaalkracht te zamen
opnemen kan, wanneer men het begrip van krachtfunctie uitbreidt
op de wijze, die door ScHERING ') ten behoeve van eene meer alge-

1) Abhandlungen der Kgl. Ges. der Wissensch. zu Goltingen. Bd. XVIIL
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meene toepassing van Hamiuton-JacoBr’s behandelingswijze van
mechanische vraagstukken, aangegeven is. Met SceErRING dus R,
eene der krachten, 37, de virtueele verplaatsing in hare richting,
g, de rechthoekige coordinaten en £, hunne differentiaalquotienten
naar den tijd noemende, beschouwen wij dus die functie 7~ als kracht-
functie van het stelsel, welke voldoet aan de vergelijking

d _ oV
%Rl;rl:slf—ﬂf-a?msém’ e e s 0 s 0 o (8)

waar links over alle krachten, rechts over alle codrdinaten gesom-
meerd moet worden.
Vormt men nu

. dz;,  dy, dey,  dz,
L-—-Emi I:x (3/,72- Zi—d-—t>+ﬂ(zi—‘-l—t- , —Jt_>+

dy, dw‘>:|
+7(d“-7&—- 3/,72' ,-...-.-(9)

en neemt men de som over alle massa’s, zoo heeft men de ScHERING sche
krachtfunctie van de laatste leden van X¢, ¥'¢, Z¢ en van de samen-
gestelde centrifugaalkracht, en is dus K4 G+ L de ScHERING’sche
krachtfunctie van de nevenkrachten van CorioLis.

K is het product van de geheele massa van het stoffelijke stelsel,
van de verbindingslijn van het zwaartepunt er van met den oorsprong
der coordinaten en van de negatieve ontbondene van de versnelling
van den laatste in deze richting.

G is, zooals Bour !) opmerkt, de levende kracht van de draaiing
van het bewegende codrdinatenstelsel, wanneer men op het oogenblik,
dat men G beschouwt, de stoffelijke punten er plotseling vast mede
verbonden denkt.

Eindelijk heeft ook L eene zeer eenvoudige beteekenis; het is na-
melijk het moment van de gezamentlijke betrekkelijke bewegingshoeveel-
heden om de oogenblikkelijke as van den oorsprong, vermenigvuldigd met
de draaiingssnelheid van het coordinatenstelsel om deze as; of ook:
het moment van het resulteerend koppel van alle betrekkelijke bewegings-
hoeveelheden, vermenigvuldigd met de ontbondene van de draaiings-
snelheid van het codrdinatenstelsel volgensde as van dit koppel.

Zijn «, B, y standvastig, zoo is Z de ScHErING’sche krachtfunctie
van de samengestelde centrifugaalkracht alleen.

V) Journ. de Liouv., 2¢ Série, Tom. 8. p. 10.
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In plaats van de stelling van Corioris kunnen wij dus de volgende
stellen.

Bij de behandeling van de betrekkelijke beweging in een cosrdinaten-
sbelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast lichaam heeft,
kan men van de beweging er van afzien, wanneer men aan de wer-
kende krachten (d. w. 2. die de volstrekle beweging bepalen) de ScHE-
RING’sche krachifunctie K+ G + L toevoegt.

8. Wij zullen ons bepalen tot het geval, dat ook de krachten
X, Y,,Z,; eene ScHERING’sche krachtfunctie U/ hebben.

Dan zijn de vraagstukken der betrekkelijke beweging zulke, waar de
werkende krachten de ScmErING’sche krachtfunctie

, U=V 4+ K+G@+L .. ... .. (10)
hebben., Wij vatten nu de uitkomsten van het onderzoek van Scme-
RING over deze vraagstukken samen.

Is 7 de levende kracht van een willekeurig stelsel van stoffelijke
punten, die onderworpen zijn aan eene willekeurige ScHERING’sche
krachtfunctie U, en bestaan tusschen hunne coérdinaten en den tijd
willekeurige voorwaardevergelijkingen; zijn verder de onafhankelijke
coordinaten ¢; ....gn, en drukt men 7' en U in deze en in de

éz = % uit; zoo worden de # vergelijkingen
d o (T+0) o(740)
3—2 —_— = —a—- 3 % e e v e (l])
bql 7
de differentiaalvergelijkingen in den tweeden vorm van LAGRANGE.
Stelt men .
9
po=2010 " cee el (12)
g,

H=—[T4+U—Zpiq:]pgs + +++ .. (13)
waar [ ],, aanduidt, dat de grootheid tusschen de []in de p, engq,
is uitgedrukt; zoo zijn de canonische differentiaalvergelijkingen der
beweging

0H dgq, OoH dp,

s;;"—-'—m: 3}7='—W' el (14)

De integraalvergelijkingen worden gevonden, wanneer men de vol-
ledige oplossing van de gedeeltelijke differentiaalvergelijking in ¢; en ¢,

%’Tr-p[ﬂ]a_,,’q—_—o, ... (15)

o7



waar in [H] in plaats van p; gesteld is, volgens de daarin,

oy
buiten de additieve voorkomende » standvastigen ¢, , differentieert,
en de uitkomst telkens aan eene nieuwe willekeurige standvastige —¢,
. . 0
gelijk stelt; de intermediaire integralen volgen wit p, = 3—1-7— , wan-
9
neer men in plaats van de p weer de functien van de ¢, en ¢,, die
zij voorstellen, volgens (12) invoert.
Heeft men verder voor eene bepaalde functie £ van de p, en ¢/
de canonische integralen ¢, en ¥, van de 2 vergelijkingen, die
met (14) overeenkomen, namelijk van

o8  dq, bE_____dp,

op, dt’ g, dt’
gevonden; zoo zijn de integraalvergelijkingen van het vraagstuk, voor
hetwelk de karakteristicke functie H is, of voor het gestoorde vraag-
stuk, dezelfde functien van de p, en ¢,, welke, volgens de 2# inte-
graalvergelijkingen

2 14

'az"—'pl: 5““#‘;—-@5: """(16)
voor het geval, dat de karakteristicke functie # was, of voor het
ongestoorde vraagstuk, aan de standvastigen @, en ¢, gelijk waren;
maar nu gelijk gesteld aan functien van den tijd ¢, en ¢,, die be-
paald worden door

AA—E) _ dy, JH—F)_ 49,

00, dt’ Y, at’ "’

.. (1)

waar H — E met behulp van de integraalvergelijkingen van het on-
gestoorde vraagstuk in @, ¢ en ¢ uitgedrukt is.

Wanneer wij dus de ScHERING’sche krachtfunctie kennen, kunnen
wij terstond, gebruik makende van ScHERING’S onderzoek, de diffe-
rentiaalvergelijkingen voor de betrekkelijke beweging in den canoni-
schen vorm brengen; wanneer zij dezen vorm voor het geval, dat het
codrdinatenstelsel zich werkelijk in rust bevond, aannemen kunnen.
Buitendien kan men, de betrekkelijke beweging in het codrdinatenstelsel
als door de beweging der coordinatenassen gestoorde, en die, welke
plaats vinden zou, wanneer de laatste denzelfden stand behielden,
als ongestoorde beweging opvattende, de differentiaalvergelijkingen
van de gestoorde elementen opstellen in den canonischen vorm.
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Voor wij de toepassing nauwkeuriger nagaan, zullen wij de her-
leiding [],, van H zoover uitvoeren, als dit in ’t algemeen moge-
lijk is.

Voor de beweging in het codrdinatenstelsel der =, y, 2z is

T=12m;,(@@*+y:*+=2:%), . .....(8)
en in ’t algemeen

d d
“’”‘ et "“- ...... .. (19)

wi =2
dus
7= ,}22(r.8)g.,,q's+2;.(0.s)é, +1(0.0), . . (20)

wanneer men het symbool (r.s) in de beteekenis

' 9z, dz; | 3y, 0y, | 9z, 9z,
8)=m —_— . 21
(r.9) (Bg Bq, -+ 5 0g, 0g; +Bg,. Bg‘)’ (21)

(re8)=(8.7), « v ... (29
invoert, en overeenkomstig

_ oz, 0z,  dy, 0y, 0z, 9z,
(0.8)—Eim, (—37 3q. 4 L _..),

. oz, da, 9y, 9y, | 9z, 92z,
O-0==m (57 5+ 37 37+ 5 37):

stelt. Wanneer men dus p, bepaalt door

dus

is

pr==(.Bg,+0.8; ....... (28
en wanneer men de determinante der (».s)
(L.1)....(1.n)

e (re) =D, . ... (24

®.1)....(n.n)
stelt, zoodat volgens (22)

oD 3D
a(r.‘)—m,.........

. (5)
volgt
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. 1 0D

i =3 o (= OB - D
Dus
7—xssx -0 3D 0D

rsmr D 3(3 M) a(f k\ (pk (O‘k))(pm—(o 'm)) +

1 D ‘

of volgens bekende stellmgen voor de determinanten

10D 190D
IT=1¥x2 - ——— ——122 0.7)(0. 0.0).(27
2 - s Da(r.s)prps Ba( )( 9')( 8)+ ( )( )
Wij willen hier de aandacht er op vestigen, dat 7' ten opzichte
van de p, afgezien van een term, welke deze niet bevat, *steeds
homogeen van de tweede orde is; ofschoon het voor het geval, dat
in de betrekkingen tusschen de g en de cotrdinaten ook de tijd

voorkomt, deze eigenschap ten opzichte van de g niet meer heeft.
Wanneer echter in de krachtfunctie de snelheden voorkomen, komt
in plaats van (23)

P=Z B OB+ (9)

7%
dus voor 7
1 0D 1 oD 3U
=l o
LRl T T L Db(r 3’ 5, +
oU o
+y zzlﬂ.l.ﬁ_nzz’ (0.7)(0.6)4 4 (0.0).

rs.DB(rs)ag g, r,.Da(r 8)

Dan komt het echter voornamelijk op de kennis van de karakteris-
tieke functie aan. Daartoe moet men vormen

. U\ 1 3D
v == (pp —(0.5)— ) (29
q P (ﬁk ( ) q,‘ Da(r /c)’ ( )

en
. 1 3D . 1 9D
Eprqr=§§z,m)prﬂk z= DR 2.(0.%) —
1 3D bU
—ErDiEalr

zoodat voor

H=[—T—U+%p,4,]5,
komt
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1 9D 1 9D
1= pae At T gt 00+
. 13D U WU
1 —1 - D783, 24,
+ F:?_Db(r 8)(0.1’)(0.8) 7(000) U 7§3D3(f.8)ag.sag'r (30)

Men vindt dus H, wanneer men aan de uitdrukking van H in
’t geval dat geene krachten werken, dus aan de A van het stelsel,
H,, toevoegt

1 9D U U
r sDB(r 8) ag 3%

en dan in dit deel voor g, , de uitdrukking er van in de p, de ¢ en
den tijd stelt, die men door de oplossing van de vergelijkingen (29),

[U+=z

welke ten opzichte van de g, in ’talgemeen niet lineair zijn, ver-
krijgt. De vergelijking van ScHERING (18) wordt dus eenvoudiger

e H—-[U—{-‘EZ—I oD BUBU]
r s Db(r 8) aq 395 pa
4. Keeren wij nu terug tot het bizonder geval der betrekkelijke bewe-
ging. Wanneer in ’t algemeen de krachtfunctie UC?7, de snelheden
en de voorwaardevergelijkingen den tijd bevatten, vindt men de
karakteristieke functie der betrekkelijke beweging en de canonische diffe-
rentiaalvergelijkingen weer volgens (10), (11), (12) en (13) of (31).
Gebruikt men F voor de ongestoorde beweging, waar U = U(),
K=10, G=0, L=0, zoo is volgens (31)

1 2D W@ g
EeH,— U9+ 13552 ]
TEE T D69 ag, op,

. oUW 1 0D
9—2( — (0. k)‘“-;—k)j)'ams
en, voor de betrekkelijke beweging schrijvende
H=H() en p==p",
volgens (10) en (11)
OIN=H, —-K— @G

- [ma)+L+ 2 z z;a?r??)(a(va)_l—L))( (U(u)i}-L))]’pq (33)

. (31)

9g, g,
B(U("Li—L)) 1 2D
Bg.k Dok’

7.== (p0— (0.8 —
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Dan kan men voor de storingsfunctie
HDO—E=8 ... .........(34)

in ’t algemeen geene van substitutie vrije uitdrukking asngeven, en
de vorming van de karakteristieke functie voor de betrekkelijke beweging
uit Z laat zich dan eenvoudiger bij (13) aansluiten.

Want wij hebben

H"’>~—[E K—G—L+3% ,,,]
+ bgg pg’

en wanneer wij de p,, die in & voorkomen, accentueeren, is p¢72,
dat men in HC"? invoeren moet,

p’=p'n +3£-

OGm
Maar L is eene lineaire functie van de z,, y ., 2;, dus volgens
(19) ook van de é, en
9
= —£ gn=2L—2,
m a qm

— 9z, 3.7:) %
A=Zm, [“ (y" EY AT ( FYaL a’[)+
°Y:
ot

(85)
oz,
_l"?/( —Y: '-é—t‘):]-
Dus
H=[F],;)—K—G—2,
Pn ) — 2. s (36)

L'

De grootheid A heeft eene eenvoudige mechanische beteekenis, die
overeenkomt met die van L. Maar de beschouwde bewegingshoeveelheden
zijn niet de betrekkelijke, maar alleen dat deel er van, hetwelk de pun-
ten zouden bezitten, wanneer zij bij onveranderde onafhankelijke codr-
dinaten zich overeenkomstig met de verandering van de voorwaarde-
vergelijkingen met den tijd verplaatsten.

De vorming van de karakteristicke functie in het algemeen geval,
dat de krachten de snelheden, en de voorwaardevergelijkingen den
tijd bevatten, laat zich dus door de vergelijking (86) of in woorden:
de karakteristicke functie ontstaat uit die bij rustende codrdinatenassen,

oL
wanneer men daarin in plaats van p,, pST— B—— schrijft, en er
9m
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K+ G+ A van aftrekt, door de eenvoudige beteekenis van K, G, L
en A zeer doorzichtig uitdrukken.

Laten wij nu overgaan tot het meer belangrijke geval, dat de
krachtfunctie Uf@) de snelheden niet bevat. Dan neemt (33) den
volgenden vorm aan
HO—H,—V0—K—G—[T),m—y 35 L S22 2L,

s Da(r.s)aqr dg,

oLT1 1 oD
__2[(1*)_0,;;____] ;
=0 = ] 53

(37)

dus
B = B E—G—[L],in—tss 1 0P 3L 3L
r s D o(r.s) g, g,
of wanneer men met L,’ de grootheid aanduidt, die men verkrijgt,
wanneer men in plaats van de ¢ hun uitdrukking in de p’, die voor
de ongestoorde beweging geldt, schrijft,

1 oD BL BL
s D A(r.s) aq 345

Deze uitdrukking zullen wij in § 3 nog nader beschouwen.

Uit (33) volgt terstond, dat zij nog geldig blijft voor het geval,
dat U de snelheden slechts lineair bevat, daar

1 9D 9oL [o5 U@
() =[U@+1L r—l—ZE —_
[0+, =00+ 3T B it 5, [agj, e

5. Wij zullen de vergelijkingen nu nog verder sp.cialiseeren en
aannemen, dat de voorwaardevergelijkingen den tijd niet bevatten.
Wij komen zoo tot het geval, dat door Bour behandeld is, en (36)
gaat over in

H" = [E],(;n—K—@,

H"=EF—K—G@—Ly+43 . (38)

n 0T+ 1)

of, omdat G de }, niet bevat,
I+ L+@=1T, ......... (39)
H"=[E],(n—K—G@G,

bT,

Bg 1
terwijl de invoering van 7', in (11), wanneer deze op de betrekkelijke

stellende,

e (40)
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beweging toegepast worden, en dus 7= 7", U= U" is, deze
volgens (10) in
(@
L2 (?_&) _ 1 _ (UMt K) . (a1)
at dq, 9y,
doet overgaan.

Bour verkrijgt deze vergelijkingen door een kunstgreep, die be-
staat in de invoering van de door

M‘,—_-:_d_t.‘ +ore,—az,,) 00000 (42)

dz,
S =72‘+“‘71—Bwi:
bepaalde grootheden £,, #,, &, in de bewegingsvergelijkingen van
den eersten vorm van LacraneE (5), welke daardoor in
dE,
m; ——-
T dt

m, li;t'_l’ +m, 0l —m,yE —m, v+2A j' (43)

, , , 30,
=‘Xi+m17”i’_-miﬁzu’_mlu+2;"rb¢ R

m, —L dé’, =27, +m, B —m,an,—m,w'}+=), a;f’:
r i
overgaan, ‘en dan met (2) en (42) samen de bewegingsvergelijkingen
nitmaken.
De vergelijkingen (39), (40), (41) zijn nu juist de einduitkomst van
de twee eerste Hoofdstukken van zijne verhandeling '). Bour definieert
namelijk

T,——Tw+L+G—>: LLET 422, . . (49)

en volgens (7) en (9) ontstaat deze betrekking uit (42).

De £,, ,, &, zijn de ontbondenen van de snelheid volgens de
assen van een voor elk tijdstip verschillend codrdinatenstelsel, welks
oorsprong voortdurend met dien van het bewegende stelsel blijft
samenvallen, terwijl de assen evenwijdig aan zich zelf wit hunnen
stand op dat tijdstip verschuiven; de vergelijkingen (42) kunnen als

Y Journ. de Liouv., 2¢ Série, Tom. 8.
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onmiddellijke uitdrukking daarvan terstond worden neergeschreven.
T, is de levende kracht van het stoffelijke stelsel ten opzichte van
hetzelfde hulpcodrdinatenstelsel. Deze rol in de vergelijkingen van
LAGRANGE (41) en in de canonische ((40) met (14) samen) speelt zij
echter slechts, wanneer de krachtfunctie de snelheden, en de voor-
waardevergelijkingen den tijd niet bevatten. In ’t geval van vrij be-
wegende stoffelijke punten heeft men

H(") — [T(r)_.U(a)__G_K]M R

oz,
moet worden uitgedrukt, omdat de rechthoekige codrdinaten tege-
lijkertijd de onafhankelijke coordinaten zijn; dus worden de verge-
lijkingen (14) tot
QAT e, _H"  dm; &)

I(m, E)) ) dt’ oz,  dt ’
de canonische differentiaalvergelijkingen, die Bour opgeeft. Uit deze
ziet men recht duidelijk, hoe de kunstgreep van Bour door het on-
derzoek van ScHERING in het geval van vrij bewegende stoffelijke
punten juist aangewezen wordt. Toen eens de canonische vorm voor
de bewegingsvergelijkingen van een stelsel van vrije punten gevonden
was, lag het voor de hand hoe de meer algemeene vergelijkingen (43)
behandeld moesten worden.

Bour werd er waarschijnlijk toe gebracht door de volgende op-
merking, die men analytisch ingekleed in zijne verhandeling vindt.
Wanneer men in het telkens plotseling vastgedachte stelsel der =, ,
¥:, 2, met de codrdinaten £,, #,, &, een punt construeert, zoo is
de snelheid daarvan ten opzichte van het hulpcodrdinatenstelsel, dat
wij op de vorige bladzijde ingevoerd hebben, de versnelling van het
punt ;, gi, 2 in dit stelsel., Hare ontbondenen Z;, H;, Z; hangen
met de verandering van £;, »;, & juist zoo samen, als de &;, w;, &
zelve met de verandering der codrdinaten i, y,, 2 van het be-
schouwde punt, dus is

9
hetwelk in de coordinaten en de ——Zi =m,&,, enz. volgens (40)

_d§
i = (ll +B§ ¥ Wiy

—
=
=]

d”’-l—?é,

=% an—Bs.
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De volstrekte snelheden en versnellingen £';, #'y, {ien X'i, ¥,

Z'; 7ijn
gi=E&mu, W=+, G=2G+w,) .. (45)
X =g+, Y;=H;+}7v, 7 =7+w.

Voert men de vergelijkingen (42), die men evenzoo met behulp
van meetkundige aanschouwing terstond neerschrijven kan, in, zoo
vindt men terstond (4), (5) en (43).

Dit is inderdaad eene zeer gemakkelijke afleiding van de bewegings-
vergelijkingen; en zij wordt vooral eenvoudig, wanneer men met Bour
de vergelijkingen (43) en (42) als zoodanig opvat; echter geeft zij
niet zulk een helder inzicht in de mechanische beteekenis, als de

stelling van CorioLis in ’t bizonder in verband met het bewijs van
BERTRAND.

§ 2. Adndere afleiding van de canonische differentiaalvergelijkingen
voor de betrekkelijke beweging. Voorbeeld van twee SCHERING sche
krachifunctien voor dezelfde krachten.

6. Wij willen nu een anderen weg, om tot de differentiaalvergelij-
kingen der betrekkelijke beweging te komen, nagaan, langs welken even-
eens het onderzoek van ScHERING ons in staat stelt tot den canoni-
schen vorm te komen, omdat de uitkomsten daarvan geldig zijn, hoe
ook de ¢, van de codrdinaten en den tijd afhangen.

Laten wij namelijk de volstrekte beweging in ’t oog vatten, die het
stelsel van stoffelijke punten door hunne betrekkelijke beweging ten op-
zichte van het veranderlijke coordinatenstelsel der #, ¥, z uitvoert ten
opzichte van een volstrekt vast codrdinatenstelsel, dat der z,, y,, 2,.
Denken wij verder in (11) tot (14) voor 7' en U de levende
kracht en de krachtfunctie in de volstrekte beweging 7'C%7 en U7,
en voor de ¢, die functien van 24, ¥,, #,, ¢ genomen, welke uit
de ¢; in de betrekkelijke beweging ontstaan, wanneer men in deze de
2, y, 2 uitdrukt door @4, y,, 2z, en £, en die dus de voorwaarde-
vergelijkingen identisch bevredigen, en eindelijk in 7¢*> en U§“)

. dq, . . e
deze ¢; en ¢, == -t—gt-‘ in plaats van de #,, y,, 3, ingevoerd.

Dan zijn die vergelijkingen, omdat zij de ¢, bepalen, tegelijkertijd
de LAarANGE'sche, respective de canonische vergelijkingen van de
volstrekte en van de betrekkelijke beweging, alnaarmate daarin de ¢, als
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functien van de x, y, 2, ¢ of van de @, y,, 2¢, ¢ worden opgevat,
wat echter voor hunne behandeling geen onderscheid maakt.

Door het invoeren van de g; gaat U§“’ volgens de definitie van
UC? in § 1, in het laatste over. Ook den vorm van 7¢°2 kan
men gemakkelijk aangeven. Volgens (42) en (45) zijn

/ d 1
Ei w“l"ﬁzt 7,%—[—”:

9= -I—m wzitv,) L., (46)

Y= d zz

de ontbondenen van de volstrekte snelheid volgens oogenblikkelijk
vaste assen. Voor de bepaling van de levende kracht is het onver-
schillig, of deze assen op elk oogenblik een anderen stand toege-
schreven moet worden, en dus

T(a)____z% {g’i2_|_,4’i2+é”i’}, N C))

wanneer hierin (46) wordt gesubstitueerd.
De differentiaalvergelijkingen van de betrekkelijke beweging in den
tweeden vorm van LAGRANGE zijn dus volgens (11)

(B(T“”—I—Ut“))) (IO U@)
dt 9¢, — 29,

Tot op dit punt werd het onderzoek door LoTTNER') gebracht.
Met (12), (13), (14) kan men echter terstond ook de canonische ver-
gelijkingen aangeven. Ter onderscheiding zullen wij schrijven

o ALO T
9g,
H* = [Ep(“) — T —U] @)y, o . . . (50)
waar [ ],¢+>, aanduidt, dat de grootheid tusschen [] in de p¢+>

en de ¢; moet worden uitgedrukt. De canonische differentiaalverge-
lijkingen zijn dan

.. (48)

....... . (49)

dg, _ome
dt —

1y Journ. v. Crelle, Bd. 54.
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ap® dH®

&t~ g,

7. Wij willen deze vergelijkingen (48), (51), (52) vergelijken
met de overeenkomstige

B(T(”>—|—Uﬁ’))
7 [©

N ;)

(T(’)+U(') ... (83)

o pu a(T<'a>+ o)
1 .. (54)
OHW dq, dH" d;)
ap(") dt’ 9g, =T a’

waaraan nog (83) of (36) toegevoegd moet worden, en die wij in de
vorige § vonden.
Volgens (45)

9= 2 {8 pn 1) S Bk o+ Gw) +
2_2‘ (u1+vz+w2),
en volgens (42), (9), (7), (6) en (10),
T L U — 704 U0 — K +Em, (d”' _|_d% _|_d”' )—I—
=5 (w40t +w?) +

+Z2mi{(yv—Bw)ei+ (ew—yu)y;+ (Bu—av)z}.
Past men de verg. (4) toe op den oorsprong der coordinaten,

Waarvoor ; — y, = z, __:v,.._y,._z,._. i =Y, = Z, =0 is,
zoo komt, gelijk men ook gemakkeh,]k onmiddellijk inziet,
U= + Bw—yo,
v'= 77 -|— ¥ Uu—
= ‘ﬁ + XV~ B U,

Nu willen wij stellen

Ky=Zm@utyo+zv), ......(55)
K.=2'%‘(u’+v‘+w’); N (1))

dan wordt met (6)
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tho

7@ 4 P = Pl | U(r>+ +K, .....(067

K, heeft ten opzichte van de snelhgld van voortgaande beweging
dezelfde beteekenis als de vroeger ingevoerde — K (zie (6)) ten op-
zichte van de versnelling van voortgaande beweging. K, is voor de
differentiaalvergelijkingen zonder beteekenis, maar heeft overigens ten
opzichte van- de snelheid van voortgaande beweging dezelfde betee-
kenis als @ ten opzichte van de draaiingssnelheid van het coordi-
natenstelsel. Uit (57), (49) en (54) volgt

. 3 3 ‘
A=t zm (M g 25 )
CNe g g . (58)
oK
a) — (1) 0
P =p0+ 5= g, ;
2z d
want volgens (19) is -f =
dg 99
Eindelijk met (50) en (58) 3
HY) = [H"],@, -—-%%i—- K,.......(059

Wanneer men let op (57), (58), (89) bij de vergelijking van (48),
(51) en (52) eenerzijds met (53) en (54) anderzijds, zoo zijn deze,
vooral wanneer U() eene functie der q is, schijnbaar verschillend.
Maar dat (48) en (53) volkomen dezelfde beteekenis hebben,
blijkt terstond uit

d [B dK,\7 _4d (BK,,) 0 (a’K)
it aél(dlf )]-—‘“ g, 395
Zoodra men de aangeduide substitutien uitgevoerd heeft, worden
ook de canonische vergelijkingen van geheel dezelfde beteekenis.
Inderdaad ontstaat H(® wuit H), door dat men in het laatste
0K,

(a) . 0 K" (r)
- 3o in plaats van p'}’ schrijft, en er _K‘__W aan toe-
1

voegt. Dus is

I H® o [BH\"’] o/l@. K, 92 K,
- @

Yz kI ¥ 00 3g,9g, ' 9g,04
en met (51)
Ha) [H(r)] BZKO qu aﬂKo.
g dg, JoWe  8q,0g, d T d3dg,’
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of {52) wordt

d( . BK,, I
- - ce. . (6
d,( ) [ Jp(,,\q (60)

Hier onderscheidt zich de grootheid tusschen [ ] slechts daardoor
van dezelfde zonder [], dat in plaats van p() in de eerste overal

pl— aé‘l staat
i 37,
Maar de vergelijking (51) laat zich schrijven

dq, o HW
CI [W]Mq’ ........ (1)

die eveneens van (54) slechts daardoor verschilt, dat in plaats van

p) overal weder p() — ?_I;_“ staat.
{
Met (58) worden dus de formulen, gevonden in § 1 en in deze §
identisch, ofschoon zij schijnbaar verschilden.
8. De grond hiervan ligt daarin, dat bij dezelfde krachten meer
dan ééne ScurrING’sche krachtfunctie behooren kan. Want daar deze
alleen aan de vergelijking {8) behoeft te voldoen, mag men bij elke

SchErING’sche krachtfunctie U eene zoodanige U’ voegen, dat

3U’—-~2-B—U§ En=0,
dtm dE

m
voor alle met de voorwaardevergelijkingen bestaanbare verplaatsingen
geldt. Door het invoeren van de ¢, in plaats van de opeenvolgend met
£, aangeduide codrdinaten, gaat deze vergelijking in het stelsel van

oy d 3U’)
— —_)=0........(62
g, dt(aql (62)

voor elke / over. Functién, die voldoen aan deze vergelijkingen, zijn
bijv. eene standvastige en eene functie van den tijd alleen, zooals X ,.

De theorie van de betrekkelijke beweging biedt ons, daar d;;"

het voorgaande aan (62) voldoet, een eenvoudig en opmerkelijk voor-
beeld van twee ScHERING’sche krachtfunctién voor dezelfde krachten
aan, wier verschil eene den tijd, de codrdinaten en de snelheden be-
vattende functie is.

Als tweede ScHrErING’sche krachtfunctie van de neven-
krachten van CorroLts vindt men uit deze § dus het versehil
van de levende krachten, berekend uit de snelheden in

9%

volgens
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de volstrekte en uit de snelheden in de betrekkelijke
-beweging.

En dit is terstond in te zien, omdat men, wegens de symmetrie
van de vergelijkingen van ScHERING ten opzichte van de levende
kracht en de krachtfunctie, willekeurige declen van de eerste als tot
de tweede behoorende kan beschouwen.

§ 8. De storingsfunctie voor de betrekkelijke beweging. Uitlreiding
van de storingsvergelijkingen van SCHERING.

9. In § 1 hebben wij voor het geval, dat de krachtfunctie de
snelheden niet, of lineair, bevat voor de storingsfunctie, volgens (38)
en (34), gevonden

P
——K—G_1I,+3ss 2L 381 9D g
r s aqr aQt D a(r.s)

Men kan in de storingsfunctie in plaats van L,, eenvoudig L

schrijven, want L,, verkrijgt men door in L voor de q hunne waar-
den in de p' van de ongestoorde beweging uitgedrukt te schrijven.

Daar echter de storingsfunctie met behulp van de integralen der
ongestoorde beweging moet worden uitgedrukt, is het onverschillig
of men terstond de ¢/ in L in de elementen, of de g eerst in de g,
en deze dan met behulp van de integraalvergelijkingen in de elemen-
ten uitdrukt.

oL BL 1 0D
1T —
rsdg, ag DY(r.s)

kan, evenals G (zie n°. 2), worden opgevat als eene levende kracht;

namelijk als die, welke behoort bij de snelheidsverdeeling, bepaald
door

oL »
S = Pros
%9,

d. i. door

. 1 90D 92z oy,
=z ba("'—)”" [“(%sz"fa}‘) +

. o da
)
TAREPS 50 Vo,
Bij deze snelheidsverdeeling. is tevens de levende kracht gelijk de
halve overeenkomstige grootheid Z. Men kan eindelijk aan
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0L oL 1 3D
¢—yzsz il 281 0D
TV g,0¢9, D30

een anderen merkwaardigen vorm geven. Volgens (9) is

oL VA
— =mBe—yy), —==mya—oz)),
ox; Yi

0L

—."=mi(‘”yi_ﬂ-"'i);

9z,

dus met (7) ook \ , ,

G=3sL {(B—L—> + (3_1_;) -i—(a—{’) b

i M W\ g, dy; 0z,
Wanneer men nu die functién der i, y;, z;, welke volgens de voorwaar-
devergelijkingen standvastig zijn, van deze beperking afziende, aan de
¢ toevoegt, zoo verkrijgt men een stel onafhankelijke coordinaten,
in aantal gelijk aan dat der rechthoekige; en is geheel algemeen
G—yzzx L2} L%%Q@i@ﬁ.&%),

Py i dg g, m 0w A T 0y 3y T 0z, 0y

Vormen wij nu als in {21) de verdere (r.s), waartoe de toevoeging

der nieuwe ¢ aanleiding geeft, en noemen wij eindelijk als in (24)
de determinante, uit al de (r.s), D; dan is

1 (g, dg,3¢, . g, ¢, 193D

i \30, 30, T 39 35, T 92 95) =D0)
zooals wij later bewijzen zullen, en wordt
6 yzz2B2L1 2D _

r s BQr aq.‘ DB(r.s)
=l.22[1 oD 1 9D J3L 2L
oo LDo(r.s) Do(r.8)l3g a4,
waar rechts over het geheele aangevulde stelsel der onafhankelijke
codrdinaten moet worden gesommeerd, en de subdeterminanten van D
voor alle waarden van 7 en s, die op de voorwaardevergelijkingen be-
trekking hebben, gelijk 0 zjn.
Voor een stelsel van vrije punten is D= D, en is dit deel
van de storingsfunctie dus nul; zoodat alleen het eerste
S=—(&K4L)...... e (66)
overblijft, dat door de eenvoudige meetkundige beteekenis van Ken Z
uiterst eenvoudig van vorm en beteekenis is.
Het tweede gedeelte van de storingsfunctie, dat van de voorwaarde-
vergelijkingen afhangt, is, zooals wij in Hoofdstuk III aan zullen

... (65)



22

toonen, Dbijv. ook nul voor het geval van een vast onveerkrachtig
lichaam, dat vrij om een punt kan draajen. Voor een carda-
nisch opgehangen slinger zullen wij echter in Hoofdstuk IIT zien,
dat het niet nul, maar onafhankelijk is van de ontbondene der
draaiingssnelheid van het coordinatenstelsel volgens het vaste mes van
den slinger.

Merkt men nog op, dat het eerste deel van de storingsfunctie ten
opzichte van «, B, ¢ van den eersten, het tweede van den tweeden
graad is, zoo blijkt, dat de storingen van de eerste orde,
die de beweging der coérdinatenassen in de beweging
van een gegeven stelsel van stoffelijke punten ten op-
zichte van deze brengt, steeds, alsof die punten geheel
vrij waren, bepaald worden door de uiterst eenvoudige
storingsfunclie —(K+ L), en dat de beperking van de
beweging dier punten door voorwaardevergelijkingen
slechts tot de toevoeging van eene, van die voorwaar-
den afhankelijke, storingsfunctie van de tweede orde
aanleiding geeft.

10. 'Wij zullen nu (64) bewijzen, hetgeen met behulp van bekende
stellingen over de determinanten gemakkelijk is.

De 3 cooérdinaten z, ....z;,, elk vermenigvuldigd met den vier-
kantswortel uit de bijbehoorende massa, duiden wij door &, ....%,,
aan; — zoodat

51'—:\/—7}5_1-1’1, Ez=\/5_1—.7|: 53=\/Ezl; S;=VZ$2,
E:n:\/mnzn: -

en de onafhankelijke cotrdinaten, 37 functién van deze £, door

9y... -¢3,. Verder vormen wij de functionaaldeterminante
B, A,
N UITRET
o0, . a";anl
39“ 393:;1
Dan is
d¢, _ 1 0qQ
355 _aaaéa ’
3,
9,9, 1 ,2Q 2@
dus ?3&—3_7—_’%3.—33&'
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Laat nu (7.s) en D in de beteekenis, die wij er bij (65) aan
hechtten, gebezigd worden, zoo is D wat Baurzer (Determ. 4° Aufl.
pg. 46) de determinante van het gecomponeerde stelsel

9, 19,
e i
084, . 9&s,
a 43 n a 93 n
noemt. Zij is het vierkant van de determinante van elk dezer stelsels
afzonderlijk, dus

D= @2
Dus is wegens
£ 0E.
(r,s) — Z_B.El g' s
i 4g, ng
afgezien van het teeken,
oD
e
de determinante uit het gecomponeerde stelsel
351 agﬁn | agl aE:;n
a91‘+l 697'1—1 |aq.v—}-l aq:+l
9f,
39r+2 ’
ok, 085, | | 0&: 9&5n
a91'—1 39r—- 39:—1 393—1

waar in elk stelsel het aantal regels een minder is dan het aantal
kolommen en in elke kolom de wijzers der ¢ van 41 tot »—1
cyclisch op elkander volgen. Deze determinante is de som van al
die producten

26, 5, | |28, 2,
a9r+l a9r+1 395—1 aq,+‘
. . . ’
2, %, | |3, 2%,
0gr1 90g,_1l 19¢,—, 9g,1
welke men verkrijgt, wanneer men voor de kolommen wijzers £..... w,

de verbindingen 37#—1 aan 3x—~1 uit de 32 mogelijke wijzers
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neemt, en die dus 3% in aantal zijn. Het teeken, dat aan deze som
van producten moet worden gegeven, is 4 of —, al naar dat », » 41,
..., r=—1, en s, 8+1,..., s—1, verschikkingen van dezelfde of van
verschillende klasse van de rangnummers van het stelsel zijn. In elk
enkel product, waar het element ¢ niet onder de #, w.... voor-
komt, kan men in elk der beide factoren de kolommen zoo verwis-
selen, dat de kolomnummers .cyclisch op elkaar volgen als ¢41,
i42,....¢—1; dit geeft in het teeken van het product, daar in
beide factoren dezelfde verwisseling plaats grijpt, geene verandering;
daarom kan de som van de producten geschreven worden

‘;f"afi+l . .agi—ll [ . .agi—l
39r+l agr+l ags+' aq’+'

i=1

0844 08 98, 908is

0g, " gron| 945 e
Nu is echter de bepaling, dat het teeken van deze som -+ of — ge-
nomen worden moet, al naar mate r,»41,...., »r—1,en 8 s+1,

..... , 8—1, verschikkingen van dezelfde of veischillende klassen ziju,
hetzelfde als dat aan elke factor van elk product het teeken 4 of —
gegeven wordt, al naar mate ¢, ¢+1,...,é—1,en », »41,...,7r—1,
respective s, s4+1,...., s—1,en ¢, ¢41,....,i—1, verschikkingen
van dezelfde of verschillende klasse zijn. Met dit teeken wordt ech-
ter, volgens de bekende vorming van de subdeterminanten uit @,
elke factor tot de adjuncte van die g%;, waarvan ¢ en 7 in hem niet

»

voorkomen,
De bovenstaande som wordt dus
R 3Q
O 0
agr ags
dus
E?_g_ Bg,_lz BQ‘ 0Q _ 1 oD
‘asi asi—.- 2 i aa‘s; aa_él——D-a(f 8),

wat bewezen moest worden.

11. Wij zullen hier nog aangeven, welken vorm de canonische
storingsvergelijkingen, die ScHERING uitgebreid heeft tot het geval,
dat zijne krachtfunctie de snelheden bevat, aannemen, wanneer nog
andere storende krachten (bij de bepaling van de betrekkelijke beweging
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bijv.) in aanmerking genomen moeten worden, die men niet in de
ScuERING’sche krachtfunctie 7 (zie (8)) opnemen kan, of niet opgenomen
heeft. Laat deze storende krachten op het punt =, Xl!"‘, Yo, Zga)
zijn, en hieruit

R R ey
%9,
gevormd worden. Dan moeten de differentiaalvergelijkingen voor
@, ¥ deze als functién van ¢ zoo bepalen, dat aan

OH  dg. H (Zp,, ) °H dH
o ai’ .- T =
voldaan wordt. ¢ en ¢ zijn weder de in (16) bepaalde functién

van p en ¢, d. w. z. de integralen van het ongestoorde vraagstuk E.
Identisch is

d¢zwww_ww%

di Y dq, dt dp, dt
3y 3H Py dH a¢ -
=257 5.~ op 50.) 3+ iy O

9
19 _s (200 203 20,09,
d¢ 7 agr a[)r apr aqr at r aﬂ
Volgens formulen, die ik eenvoudig aan de verhandeling van
ScHERING zal ontleenen, namelijk die aldaar met [15] aangegeven
zijn ), is echter

2(34, 0E Y aE)_a¢

ap, dg, dg, dp, d
0P 0F 00 OE- J
s ( o o) E) _99,

0p, 3¢, 3¢, 3p, ¢’
dus
ay (H——E) oY d(H— E) oY oY
—_ =23 — — > = (),
dt r ( a[)r BQ: BQr al’r) +r apr <
"‘P_v(a(ﬂ"E)?_‘B JH—E) 391) =29 qu
at S\ 9p, g, dg,  OpT T
Beschouwen wij nu in de som
op,

die uit eene recks van termen

1y L. c. Abkandl. der math. Classe. Bd. XVIII, S, 45.
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X0 s Oy 02,
r Op, 9g,

bestaat, een van deze. Hiervoor kan ook geschreven worden

Xps (M’_mb_xz _a_‘ﬂ'_"a_ﬂ)

op. g, 9g, 3p,)’
daar « onafhankelle van p is; of ook

Xs)z{ (84% 0P Yy, 3¢k) oz,

Opr g, 3¢, p,
—l—Z(éir—'f 09, a‘Pmacpk> aa'l }
apr agr 397“ apr aqbk ’
of, daar, volgens de bij ScHERING eveneens met [15] aangegeven
vergelijkingen,
s (n s _ W a_ﬁ>=0
(Bm 9, 3. Ip, ’
s (Mm a.g_k___ Ay 0,
o, 9q, 9g, Op,

)=O,voor/c§l,

0Ly, 00, Oy, 3¢m)
maar > — 2 P =—1,voor bk =m
. r (apr 397‘ agr al’: ’
is,
_X'(x)za"»bm a‘vl —_ X(.lg) a‘vl
 Op, 09, 00,

Het overige eveneens behandelende, komt er
ay (H .E') [X”am, 0y, dz
_rm s Pls) It Z 5) !
dt a@m i + ! a@ + aCPm] (67)

en, met eene laatste vergelijking van het stelsel [15]in de verbande-
ling van ScHERING,

F(a%m a@mBCPI:) 0,

op, 9¢, 9g, p,

€evenzoo
i@, _NH—E) Ny g 2z
s P R L

Deze uilbreiding van ScHERINGS theorie, d1e wij toe zullen passen
op de berekening van den invloed der wrijving bij onze slinger-
proeven, levert dus niet de minste moeilijkheid op.

Heeft men de storende krachten, afkomstig van de beweging van
het cobrdinatenstelsel bij een vraagstuk over betrekkelijke beweging,
waarvocr de karakteristieke functie, afgezien van de beweging der
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codrdinatenassen, Z zou zijn, niet in de krachtfunctie opgenomen, en
komen er geene andere storende krachten voor, zoo zijn Xl(S), Yﬁ"),- ng)’

de ontbondenen van de nevenkrachten van Cowriovis; H—Z wordt
nul, en de differentiaalvergelijkingen voor de door de beweging van het
codrdinatenstelsel gestoorde beweging E, (67) en (68), gaan over in

dy Y By, 9z ]
— __.m A q) Ys) 4_ (s 1
dt ¢ \@ﬂl’*— g ‘)Q Z a@’ﬂl
a@ Ba, 9y, 0z,
m @) (s)
['Xl a\,b l a¢ + { a‘pm

Deze vergethlngen zijn inderdaad door Dumas') gebruikt om de
beweging van den enkelvoudigen slinger met inachtneming van de
draaiing der aarde na te gaan. Daarentegen hebben HANSEN?) en
PoissoN op vraagstukken van beweging aan ’t aardoppervlak de ge-
wone theorie van de variatie der standvastigen bij differentiaalverge-
lijkingen toegepast, zonder de vereenvoudiging, die de theorie van
HamirroN-Jacosr vercorlooft.

§ 4. Over het leginsel van den laatsten multiplicator in de
betrekkelijke beweging.

12. Het nut van de beginselen van de levende kracht, van de
beweging van het zwaartcpunt, en van de perken voor de integratie
van de differentiaalvergelijkingen der betrekkelijke beweging van een
willekeurig stelsel stoffelijke punten in een rechthoekig codrdinaten-
stelsel, dat de meest algemeene beweging van een vast, onveerkrachtig
lichaam Dezit, heeft CorioLis aangeduid. Van deze beginselen blijft
alleen dat van de levende kracht in het algemeen voor de betrekke-
lijke beweging geldig. In het volgende zal ik aantoonen, dat ook
het beginsel van den laatsten multiplicator, wanneer het, zonder hulp
van de integraalvergelijkingen der beweging, geldt, deze gewichtige
eigenschap bezit,

In de XVII Porlesuny iiber Dynamik heeft Jacosr den multiplicator
bepaald voor de differentiaalvergelijkingen (1). Daarbij onderstelt hij
stilawijgend, dat de @, in (2) den tijd niet bevatten. Terwijl wij
voorloopig aan de eveneens door hem ingevoerde beperking, dat de

Yy Journal von Crelle. Bd. 50,
3) Neue Schriften der Danziger Gesellschaft. Bd. 5.



28

X;, Yi, Z, de snelheden niet bevatten moeten, vasthouden, willen
wij ons van deze onwezentlijke veronderstelling bevrijden. Noemen
wij de codrdinaten op elkaar volgend £,, de krachtontbondenen z,,
de daarbij hoorende massa’s y,;, zoodat

$1=.Z'1, 5:‘———?/1, £3=Z‘, £§=w2:"°’ §3n=zn:a
E,———X,, E, =Y1: 53=Zz, 54=Xz,--u Esn:‘zn:‘ (68)
By=Myy Ry=M1y, L3g=My,y, sy =My, .5 fgp==My,]

zoo gaan de vergelijkingen (1) over in

: __d&, &, 99 -
él'—‘z‘[’ ”’l‘a—t‘=~l+2}‘r B&r’ ¢1_0"(69)
Het beginsel van den laatsten multiplicator geldt, wanneer

E dA, 0 ]
1 08 221}" CP,_F ZIBA qD,

t.“lbé, zr;:-b—giaéz U Kok,

(70)

een volledig differentiaalquotient naar den tijd is, en de multiplicator
M van (69) wordt dan bepaald door

dlﬂM+17'_0 .......... (71)

oA
Om F te bepalen moeten wij de -S; vinden. Elk der vergelijkin-
!
gen ¢, = 0 geeft, tweemaal achtereenvolgens naar den tijd gediffe-
rentieerd, eene vergelijking van den vorm

aq:r 2P, 2,
S 2= 1 0&, Bt$l+ 3& AL, szEm—D, .. (72)
en het symbool

l a¢7’ a@&
=z — e e e e
[r-e] [ 35; QE,
bij de substitutie van (69) in (72) mvoerende, gaan deze over in
2 2 , 1 a r—-
2 ()0 25 St IS s e Ebut B 52 20, (1)

. (73)

dus, naar ?;’ ! dlﬂ'erentleerende,

A ', 9 P, _
E[r a] -|- Eag 3E. hm+za?m_.o .. (75)

Dit zijn dezelfde vergehjkmgen als
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A, d (09,
f["’]g‘”ﬁ(a‘g‘,):‘)’ . (T6)

die Jacosr, bl. 137 van zijne Porlesungen, verkrijgt in de onderstel-

ling, dat de ¢, van ¢ vrij zijn. Vormen wij nu mel Jacos: de
determinante uit de [r.s], A,

Fl.]]....[l.m]‘
A=l T [ ‘l,........(77)
[ml] [mm]‘l
die wegens [r.s] = [s.7] de eigenschap
oA . A
o[r.s]  9fs.r]’

heeft, en als eene som van vierkanten kan worden voorgesteld; zoo
komt er

. (18)

A5, A d 39,
—A =23
AE, S O[r.s]de (Béz)

en volgens (70)
2 1 dA 039, d (99,
—— 3322 50 5F 7 (5e );
dus, met (78) en (73) de sommatie over alle verschillende verbindin-
gen van » en s uitstrekkende,

1 A 4
F=—_
21323[ ]dt[ 8]
of
diga
F=— dt

en volgens (71), afgezien van een standvastigen factor,
M=A............(79)

Wanneer dus de werkende krachten slechts aan de voorwaarde vol-
doen, dat zij de snelheden niet bevatten, geldt het beginsel van den
laatsten multiplicator ook voor het geval, dat de beweging aan wil-
lekeurige voorwaardevergelijkingen, die ook den tijd bevatten
mogen, gebonden is; en is de multiplicator van den eersten ver-
gelijkingsvorm van LAGRANGE de determinante A, gevormd uit die
voorwaarden.
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13. Beschouwen wij nu het geval, dat de krachtontbondenen =,
in ’t algemeen de snelheden bevatten, maar zoo, dat voor de vrije
beweging der punten het beginsel van den laatsten multiplicator
geldt, d. w. z.

een volledig differentiaalquotient naar den tijd is. Zal men iets over
de geldigheid van het bedoelde beginsel in de aan voorwaarden ge-
bonden beweging vooruit kunnen bepalen, zoo® moet (80) onafhan-
kelijk van de integraalvergelijkingen van hel vraagstuk, die immers
in de beweging van het onvrije stelsel in ’t algemeen anders worden,
waar zijn, en dus uit de differentiaalvergelijkingen van het vrije stel-
sel volgen. Anders zal in ’t algemeen het beginsel van den laatsten
multiplicator geene toepassing vinden, wanneer de beweging der pun-
ten aan de voorwaarden onderworpen wordt.

Met deze onderstelling verkrijgt men uit (74) in plaats van (75)
de volgende

2", 5 o 10 b_m
Z[r 8] 42z z3E, ?5 Ent $ 4+ = — %

al m Mm aém a
en in plaats van (76)

d (09, 109, 98,
+ dt (E) +E.“ma‘nm E 0.

_0’

=3 Ez
Dus wordt

7 A 20, 129, 5
— A= 2 — ) L> — 221
oE, 2B[r 8]{ ( m o OEn 3 ,}

Volgens (70) dus weder # vormende

p=dN_ gt 155y 1 100,309,085, 24 4
dl dt Alrsml“m;“l aél 35 bél a[" 3],
hetgeen in ’talgemeen geen volledig differentiaalquotient naar # is.
Was dus de stelling van den laatsten multiplicator geldig voor de
vrije beweging, zoo is dit in het algemeen niet meer het geval voor

de onvrije.
Heeft men echter

o0,

U
i

jii}

m

|

0
__-'—5;--......--(82)

m

0

voor alle » en I, dus ook

e

£

i
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0E
m — O,
df,,
zoo is weer volgens (78), (81), (82)
dlg A
Fe __ %9~
dt ’

en omdat ,—fgf nul is, M = A.

Een voorbeeld hiervan is de betrekkelijke beweging, wanneer, afgezien
van de beweging van het codrdinatenstelsel, voor elke m en 1

W":"m aEl

: =0, — =
&

afz 0k,

is, en dus het beginsel van den laatsten multiplicator voor de vrije
beweging der punten onafhankelijk van de integraalvergelijkingen zou
gelden.

14. Voor de meer nauwkeurige beschouwing van den multiplicator
in de betrekkelijke beweging zullen wij echter tot (1) en (5) terug-
keeren. Het bedoelde beginsel gelde weder voor (1) zonder hulp van
hunne integralen, dus zij

iml( + + )+ I[BA acp,+

r My 3x ‘1
B’fra‘pf Iy M”] —d.....(83)
Byi Bz 9z,

een volledig differentiaalquotient naar den tijd. Dit geval sluit het
vorige als bizonder geval in zich. Zal hetzelfde voor de vergelijkin-
gen (5) het geval zijn, zoo moet

(BX ¢ Y 0z

LS RTIL Y
2, + Ay, +azi,)

. . d - . d . .
+2? {;—(7%"3%)‘*‘9-—(“zi_?’“’f)‘f‘a“z-‘i(ﬂwi—"“%)}'{"

A+ 2

i M

€, Y
1,09 00, d 209,
E—!{—=Z,—a, —— = (A, — A,
+.~mi{awi = ( )awi+ayir( )Bye+

0 . 0P,
+a—.—>:(A,——A,) 3

2 r
dus met (83) en omdat X®, Y¢, Z¢ de snelheden niet bevatten,
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Bes 1 s [b(x’, —2,)00, + o' p—2,)09,

i My a;};i awi ay.i a.%‘
(A p—2 )qu
r Tl oo (84
+ 52 (34)

een volledig differentiaalquotient naar den tijd zijn. Dit is het geval,
want het is gemakkelijk te bewijzen, dat

B=0............. (85)
Immers wanneer wij de vergelijkingen, die door tweemaal herhaalde
differentiatie der ¢, — 0 naar den tijd ontstaan,
Ja¢r anr a@r "‘} @&, =0
1 ) z, &; + + t + r
schrijven, waar &, de tweede diiferentmalquotienten van de coor-

dinaten naar den tijd niet bevat, en weder [r.s] invoeren, waar-
voor (73) nu tot

0z, Bx 0y, 09, 92; 3%,

wordt, zoo zijn de vergeh,]kmgen ter bepaling van A’, en A,

9
o, +z—{af’ .+ ¢’Y,+a‘p’z}+m [r.s]=0,
0ot 3o (R XX + 32 (4 F) + 2 ) 4

+ 2ol ox (120 g — B3 + 120 (e — k) +

0P, .- .
+ 5B —agi)f =03

en dus die ter bepaling van A’,—A,

0=A,+2 (¥, —2) [r.e]+2§{(ﬂg%_ g;") A

20, %, ) 99, 09,
(7 o —ay ) it (e 5r =858 ) ),
waar A, de snelheden niet bevat. Dus met (77)

AW, —r)=n,+222 |2, (yiq?_* _ Lq’*) +

37, 9z,
8 i s e
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waar A’, weder de snelheden niet bevat. Nn kunnen wij B vormen.
Voor elke ¢ is

[3(7\ —'Ar) anr_*’_a(}‘lr‘_)‘r)?&_i__a( '—)"r) a@r] —

Bx,. ox; by; oy, az‘ 0z,
2 BCD,»( [Jon 9P, 09, / 0, 00,
—er:sz{a'”i yayi B )+a./z ( 0z, —732‘—,)—“
bqbr( Lol "@s) a8
+5ec(8ar — o5y ) s =

dus ook B, dat uit eene som van zulke leden bestaat; waarmede
(85) bewezen is. De multiplicator voor de betrekkelijke beweging is dus
dezelfde, als wanneer de coordinatenassen in rust waren.

156. Neemt men in plaats van de rechthoekige codrdinaten wille-
keurige andere functién ¢, van de x,, y,, 2z,, ¢ in gelijk aantal
als de #,, y,, z;, in de vergelijkingen, die uit (1) door weglating
van (7) ontstaan, of de £; in (68), zoo komt voor (69)

B 0%g, - 1
El 95+z T g, 59 s 9r+ 23 Ealtgm —(~l+2)*ra£ )

. o0&,
en Q' de determinante van de 7, — noemende ,

g,
e A G S A R
- 2?,,?:;,,,5& q'mg—%.
s e P A T R

volgt met (83) en met eene bekende eigenschap der functionaaldetermi-

nanten, nl.
3g, 1
E, Qa7
dat ook nu
Bgs 24Q
B i P - 1]
" aq‘ Qr dt ( )

een volledig differentiaalquotient naar den tijd is; zoodat het beginsel
van den laatsten multiplicator blijft bestsan, wanneer men in de ver-
gelijkingen, waarin (1) door weglating van C*? bij de krachtontbondenen
overgaan, willekeurige ¢, invoert. Nemen wij nu de bewegingsver-
gelijkingen in den vorm

3
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d dg, - .
7 Z(st it qs ‘_}_aqs )+‘I’--(87)

geschreven aan, waar ¥ de z;, y‘ , z,. niet bevat; substitueert men
in deze de eene keer (1) met weglating van (77, de andere keer
(5), zoo komt men in ’t eerste geval op (86), in 't tweede met (84) op

qs _ R 4dq

+ dg, =4+ —gn
dus volgens (85) op denzelfden vorm; zoodat ook bij deze keuze der
coordinaten de multiplicator in de betrekkelijke beweging dezelfde is,
als wanneer men de beweging der coordinatenassen buiten rekening
laat. Zijn de ¢, zoo gekozen, dat de gezamentlijke functién ¢,, die
volgens de voorwaardevergelijkingen in de beweging standvastig zijn,
er onder voorkomen en de overige de onafhankelijke coérdinaten zijn;
zoo zijn (87) die vergelijkingen, welke men verkrijgt door oplossing
naar de 'g., van de vergelijkingen in den tweeden vorm van LAGRANGE

aT) o7 Q.
d t ( 9 agc = Ws,
waar men in @,, bepaald door
. a a‘i . ayi . a zi

Q‘=§m‘ (3’5‘5; +y5 -a—q—s +z‘ le\), . s e (88)
de waarden van z, uit den eersten vergelijkingsvorm van LAGRANGE
substitueeren moet. Ook voor deze blijft dus de multiplicator in de
betrekkelijke beweging dezelfde, alsof de coordinatenassen in rust waren.

Beschouwen wij nu HaMILToN’s vorm der bewegingsvergelijkingen.
Stelt men

, o7 , , .
pl=‘a_5"7 H=[2P:‘I.s—T]p/q,
qs s
dan zijn 3 3
ap's H dg, oI
="t iz

waar @, weer volgens (88) bepaald moet worden, de bewegings-
vergelijkingen in den vorm van HamivtoN. Voor het stelsel

on o
dt:...:dg,:. .:dp’,...=1:...:§—,—...:( +Q)
P
geldt het meer genoemde beginsel, wanneer

BQ
31),
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een volledig differentiaalquotient naar den tijd is. Wij blijven door
@, de uitkomst van de substitutie van (1), met weglating van <77,
in (88) aanduiden, en geven met @', dat van de substitutie van (5)
aan. Dan moet bewezen worden, dat

L@, —Q,)_dc

. op; dt
eene volledige afgeleide naar den tijd is. Nu is

= Q=3 (2 0di— i)+ L i —rdn) +

+g—;“l‘(l@;‘:—‘”9:)} 4+ Q,

waar in @', geene snelheden voorkomen.
Volgens (19) dus

a(Q —Qy) Ay, ¢, Dy, .\ Vg,
07 '—"222{ (quags 993351,-)3113—‘— }

s s i

omoat

22(3y, a.z" iy_i axi)%=0
Fy\9g, 0q, g, 0¢,) %, 7’
daar volgens (26) en (25)

dg, _ dg,

o,
is, en voor de leden, met § en « vermenigvuldigd, geheel overeen-
komstige uitdrukkingen komen.

Eindelijk willen wij nog het bizondere geval beschouwen, dat de
vergelijkingen van HaMirroN afgezien van de beweging van het codr-
dinatenstelsel in den canonischen vorm kunnen worden gebracht;
dan moet (zie n°. 8), wanneer in (88) de (1), met weglating van (2,
ingevoerd worden,

U d ;oU
Q== 7:(5)
2s dg,
zijn, en is de functie U, die hieraan voldoet, de ScHERING’sche
krachtfunctie voor de X,, ¥,, Z,. Deze geeft de canonische
differentiaalvergelijkingen volgens (12), (13), (14). Ofschoon men
nu de vergelijkingen, die door de invoering van (5)in (88) ontstaan,
ook in den canonischen vorm kan brengen, willen wij aannemen,

dat dit niet geschied is; zoodat dus in plaats van (14)

dp, — dq, ok
2. 395+Q, @ L=t )
R
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komen; waar E de karakteristieke functie voor de ongestoorde bewe-
ging is. Afgezien van de beweging van het codrdinatenstelsel zou

men echter (14) hebben, of

.
.....

E: oeey

voor welke het beginsel van den laatsten multiplicator steeds geldt,

en wanneer men, gelijk in het vorige geval, @', — @, ontwikkelt
. 5.

29’ =aq‘° is, vindt men dat het

§ pr
ook geldt voor de vergelijkingen (89).

Voor alle vormen van de bewegingsvergelijkingen vinden wij dus,
dat het beginsel van den laatsten multiplicator van toe-
passing is op de betrekkelijke beweging, wanneer dit
afgezien van de beweging der codrdinatenassen zonder
hulp der integralen bhet geval is.

en weer opmerkt, dat ook nu

HOOFDSTUK IL

DE VERSCHIJNSELEN, DIE VOOR DE BETREKKELIJKE BEWEGING
DE BETEEKENIS HEBBEN VAN DE FIGUREN VAN LISSAJOUS
VOOR DE VOLSTREKTE,

§ 1. De canonische elementen voor de figuren van Lissajous. Diffe-
rentiaal- en Integraalvergelijkingen voor de gestoorde elementen.

16. Een voor natuurkundige toepassingen (zie Hoofdst. III) zeer
belangrijk geval van betrekkelijke beweging, is dat van een punt 7,
hetwelk bij zijne beweging in een plat vlak, dat om een vast punt
draait, moet blijven, en ten opzichte van de oogenblikkelijke ligging
van een rechthoekig, vast met dat vlak verbonden, codrdinatenstelsel
der », y, welks oorsprong in het draaipunt valt, aan de werking
van de krachtfunctie.

U ==L (p*2;2+¢%ys2) . . . ... ... (90)

onderworpen is, waar p? en ¢* positieve standvastigen zijn. Wij
zullen dit vraagstuk volgens de methoden, die in het vorige hoofd-
stuk zijn uiteengezet, behandelen.
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Wanneer de x, y-assen in rust waren, zou de karakteristieke
functie Z, daar volgens (12)
71 =Ti> §2=VYi
gesteld moet worden, volgens (13)
E=ipl +ipttir=t+ gy’
zijn.
De karakteristieke functie der betrekkelijke beweging is
H=E+8S.

Beschouwen wij de beweging, die plaats grijpt, wanneer de =,
y-assen met hun vlak om den oorsprong draaien, als gestoorde
beweging, en stellen wij de draaiingssnelheid van het @ y-vlak on-
eindig klein; zoo blijft van de storingsfunctie, bij verwaarloozing van
oneindig kleinen van hoogere orde, slechts het gedeelte van de eer-
ste orde over; dus, nog m; = 1 aannemende, alleen

S—=—L=—y (wi%-—y‘ dd—”ti) . (01)

De gedeeltelijke differentiaalvergelijking voor de ongestoorde bewe-

ging wordt tot

o A%
35 +‘I(aw ) +%(—3—;‘) +ir’2 497y, =0,
en laat zich splitsen in
o

waar % de standvastige der levende kracht is, en

a”f 2
H(55) () Hamtel at et =
deze laatste laat zich weer splltsen in

oW R
B_a--*\/z Vi—a,— ip*z;* en ——=\/2\/“o 19°9.%

4

dus wordt

AV= —hdt+V2a,—q'y,*dy, + Ve(b—a,)—pie,tde,,

waar £ en «, de twee canonische standvastigen zijn; en zijn de ca-
nonische integralen

3’.’;.[ dy, da, _
da, \/2ao—g’y,’ V2 (A—ay)—piz,? ”

dz, ——r
+f\/2(ﬁ-—azo)—-p 2
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wanneer 3, en 7 twee nieuwe willekeurige standvastigen aanduiden.
Men kan er ook voor schrijven

2 —zy) [, g
$;="\/2(ﬁp “O)Sin])(t——‘l'): .7:‘=\2q‘yo Sing(t —7—B.o);

waaruit blijkt, dat de beweging van het punt uit twee harmonische
trillingen is samengesteld; of

mi=;;\/2(ﬁ——?;') Sinpt, y,»=$ Vea,8ingt”,
voor ‘=t —7, "=t—71—f,, (93)

terwijl p, = V2(2—a,)Cospt’, p,=V\2a,Cosqt’.

Dit zijn de vergelijkingen van de figuren van Lissajous voor de
slingertijden 277r en 2—-75
Met behulp van deze neemt de storingsfunctie volgens (91) den vorm

S=;—: V(h—ay)z, (pSingt’ . Cospt’ —qSinpt . Cosqt’) =

= =m0 (—P L Sin( ot — otV P Sin( pt’ L ot
=7 V(& mo)‘xo(—-——ﬁ-Sm(pt qt )-I--E—I-J—Sm(pt + ¢t ))

aan, en is dus § eene kleine grootheid van de eerste orde. Vol-
gens (17)

08 dg, 08 dr

“w, sl TN ai

08 daz, 08 di

)T A T T

vormende, komen links overal grootheden van de eerste orde, welke

den tijd slechts in periodische functién bevatten; dus kan de invloed

van de draaiing van het coordinatenstelsel, die wij standvastig

stellen willen, slechts dan merkbaar worden, wanneer de groot-

heden links, gedurende een, met den slingertijd vergeleken, groot

tijdsverloop, hetzelfde teeken behouden. De termen links, afkomstig

van het gedeelte van §, dat den factor Sin(pt 4 ¢¢") bevat, dragen

niets tot de merkbare verschijnselen bij, en de geheele § zelf heeft
slechts dan invloed, wanneer

.. (94)

To=mqt'—pt' .. ..o L (95)

eene langzaam asngroeiiende grootheid, d. w. z. ¢— p eene kleine groot-
heid van de orde van ¢ is.
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Dus worden alleen de figuren van Lissajous behoorende
bij zeer weinig verschillende slingertijden in twee lood-
recht op elkaar staande richtingen door eene langzame
standvastige draaiing der codrdinatenassen, en wel alleen
door de ontboundene der draaiingssnelheid loodrecht op
hun vlak, merkbaar gewijzigd; die, behoorende bij andere
verhoudingen der slingertijden, niet.

Wij behoeven dus verder alleen het geval, dat g—p van de
orde van y is nategaan; dan wordt

2y
8= 3 Vh—ag)a,SnTy . ... .. .. (96)

17. Om de door (938) uitgedrukte figuren van Lissajous of de
ongestoorde beweging gemakkelijker te overzien, willen wij
z; =u, Snt,, y;,=xr,Sinty,+ xr, Cost,
schrijven, waar

\/2(71,-——%0-) \/2.:40 Ve
= Y A, =-2220 0T, Ay— —28inT,, (97)
“1 » 1 7 0 2 2 0s (

is, en 7', gedurende eene slingering slechts onmerkbaar verandert. Er
blijkt uit, dat gedurende eene slingering de baan van het punt slechts
onmerkbaar van eene ellips afwijkt, wier vergelijking
Ryt (A AN =20, 2,y = A e L (98)
men door eliminatie van ¢, uit (97) vindt. Vergelijken wij met deze
ellips eene, wier groote as positief naar links X van de z-as afwijkt
(zie fig. 1), en die ten opzichte van de richting » der groote (24)
en & der kleine (24) as door
a2£2+62”2 :aﬂbi
wordt bepaald. Tusschen de codrdinaten z;, y; en £, % bestaan,
tengevolge van deze keuze de volgende betrekkingen.
w=wax; CsX+y, SnX,
E=—y,CsX+ax;SinX;
en de vergelijking van de ellips wordt dus
, (Cos* X | Sin*X . (Bn*X | Cos*X
Yi ( ) +2; ( )

b a? 5 at
8inX .CosX
teoiy - @ —et)=1..... .. (99)

De vergelijking van (98) met (99) geeft
1 Cos*X = Sin*X

Ay b a? ’
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A, Sin’X+ Cos*X

Ay, ? - 2 a ’
A (0*—a)8inX.CosX
AZ"[“I— atb? )
Hieruit volgt
B P— (A2 £ 2,0) a8t 2rmy __at-b
Ayt gt a'h? Cos2 X, Ayt T ath? Sin2 X,
en met (97)
A, u Va, (h—2,)
Tg2X = ——— 1 =g Y0 7 70 .
92X e e 5 Cos Ty ;

of, wanneer men nog voor de verhouding van de kleine as tot de
groote Tyx invoert, en

A== (100)
schrijft,

2X. 008294 =1—2a’
Cos2X. Cos2 x 1-22, } ... (101)

Sin2X. Cos? x =2 Vo' (L=2') Cos T,.

Deze vergelijkingen drukken vorm en ligging van de slingerings-
ellips zeer eenvoudig in de canonische grootheden uit. Om de meet-
kundige beteekenis van o' aan te geven, construeeren wij den omge-
schreven rechthoek van de ellips, wiens zijden met de codrdinatenassen
evenwijdig loopen. De hoekpunten daarvan vallen voor elke waarde van

[ (ziefig. 1) op den cirkel, met den straal V2% om den oorsprong
beschreven, en
Vo = Sinf.

De zin van de beweging in de baan is, overeenkomstig met
fig. 1, links- of rechtsdraaiend, al naarmate 0—;% (%:—) positief of
d g
dt
is volgens (91) en (96) het tegengestelde van dat van SinT,. Om den
zin van de beweging in de ellips aan te geven, willen wij ons steeds, als
bij de beschouwing van fig. 1, plaatsen asn die zijde van het z y-vlak,
van waaruit gezien de y-as links omgaande op de 2-as volgt; bij de
gewone keuze van onze rechthoekige drieassige codrdinatenstelsels zou
hier dus de positieve z-as liggen. Van deze zijde van het vlak de bewe-
ging in de baan beschouwende, zullen wij met [4]” of [~]~ aanduiden,
dat zij rechts omgaande of links omgaande plaats heeft. De vergelijking

SinTy=[£]" V8in T, . ........ (102)

negatief is, Het teeken hiervan, of wat hetzelfde is, van z; % -9
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bepaalt dan of men [+]" of [—]" moet nemen, en leert dus uit
SinTy den zin van de beweging kennen.

18. Gaan wij nu over tot de gestoorde beweging. Stelt men (96)
in (94), en merkt men op, dat = in 7, slechts met den oneindig
kleinen factor p — ¢ vermenigvuldigd optreedt, zoo wordt tot op kleine
grootheden van de tweede orde

dh __

7=
overeenkomstig met de wet van levende kracht, die geheel streng
voor de betrekkelijke beweging blijft gelden, wanneer  standvastig
is. Dat hier afwijkingen van de tweede orde voorkomen kunuen, is
te wijten aan het verwaarloozen van grootheden, die op het merk-
bare deel der verschijnselen geen invloed kunnen hebben.

Verder vindt men zoo

By __ v  h—2¢

-_— - — SiﬂT g e e e e e (104)
di ? N(b-zg)zs
dﬁ:—-?y\/ao(ﬁ—'mCosTo, .. (108)
dr _Y %,
— = SinTy . ... ... 106
dt I’ \/(k ao)ao ’ (196)

In plaats van (104) willen wij nemen
dT =y =2 SinTy+ (g—p),

\/(7‘ —a,)e

wanneer weer de grootheden van de tweede orde

dB, dr

=77 -2z
verwaarloosd worden. Heeft men (104) en (105) geintegreerd, zoo
volgt = door eene quadratuur. Wij zullen nog «', hetwelk wij te

voren (zie (100)) bepaalden, invoeren, waardoor de te integreeren
vergelijkingen, daar % volgens (103) standvastig is,

%f‘t— =—2yVa'(1=&)CosTy, . ... ... (107)
dTo 1_‘25' o
= + _._.___'—_: SnT, ..... . (108
worden, Uit beiden volgt
al, 4T, 1 _ _ =7 1-24

da” — Tdt da' 2y Vo' (L-')C0os T, 2a'(1-2')
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dus de integraal

1—2¢ C de
1—2¢ 2a’ (1 (1~—u)
SinT,— e 2“("—“) .9“ f )‘1:2’),
0 =

Ve a—z) /2%

waar ¢’ eene willekeurige standvastige is; of

1
Snl),= ———(9'—2a')y . . .. ... 109
0 \/“,(1_ ,)(9 “) ( )
wanneer wij stellen
9=7
A= L (110)
2y
dus
CosT, = V(li VI 425 0)d =2 T 1+ 2%)~g'2 . (111)
Volgens (107)
e’ _ 92 = ; a—
o =F 50 Ve (1424 a)—g =T (1+27),
[9-p
JF5 A=

=Vifar f a4 )
Vi42g A —g 14— [(1+2Y) 2’ —5(1+ 24 2)]
Daar het teeken van Cos T, met den tijd veranderen kan, en dien-

overeenkomstig voor elk tijdselement 4 of — gekozen moet worden,
mag niet geschreven worden

fx%ﬁdt=$f%iodt.
Stelt men een oogenblik
10420 =g 1+ A =4,
A4+’ —1(1424'2) =y,

zoo komt

! f 4y ! Arcsm— + standv. — f ot A 4 dt,
Vita) Ve~ Vigar
of

20EAE ZCEEI D) o i fi Viga (g-pdt4g"), (111)
V{T+252) =492 (14+2%)
wanneer g* de nieuwe willekeurige standvastlge'ls; dus

_l42ga_ VOI N -4 0427 i
*=3a4A) 2(1+A%) + ('/ p)dt;ry )
(112)
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Cos Ty — VT(_E].:——_“—T:). \/a&'(l—u')—(g'—Au’)2
met (111).

Nu kunnen wij de vergelijkingen opstellen, waarin (101) in de
gestoorde beweging overgaan. Met (101) en (107) wordt

2A do
Sin2 X .Cos 2 g = —-—:-l—n?ﬂ-_
4 V42 /A4y (1427 f \/1+A
= Cos| | £—— —p)dt =
Ve 2 g-pdt+g) =
Vitdgar—dyg- VIFar .
=+ Cos +———~(9—p)¢lt+y)- (113)
V1¥az
Evenzoo volgt uit (101) en (112
114242
Cos2X.Cos2 =1 1A +
VI +20 2 =49 (142 , VT4 a2 Y
+ T2 Sm fi———;—(q—p)dtﬂ) =
Ao, VIt a4y f VIFA .
= s (294 RO s [ 2 A gty
(114)
Wij voeren nu vooreerst J in, bepaald door
%’:A:—Ooty\;o, 0<y<180”. . . .. (115)
Verder merken wij op, dat in (113) \/1+4y A4y niet

V14a2

grooter dan 1 zijn kan, omdat de Cosinus aan de rechterzijde de
waarde 1 in verloop van tijd kan bereiken, en voor reéele verschijn-
selen de linkerzijde van (113) niet grooler dan 1 mag worden.
Wij kunnen deze standvastige positieve coéfficient dus aan Sine’
gelijkstellen, en ¢ zoo kiezen, dat 0 <&’ <180° terwijl eindelijk
de keuze

2=

Viga
het quadrant van ¢’ geheel bepaalt. Daar

Trai=?r - *r
VI+A 52 = ol

=—Cos" .......... (1186)

wordt met
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Cos2 X.Cos2 x, = Cos.Cose 4 Sin.Sine . Cos? (D' 4 3"),\ (118)
Sin?X . Cos2x = 8Sine' . Sin2(D"+3'). [

Volgens (111) en (101), en omdat de wortelteekens hier overal de
positieve wortels aanduiden, moet het teeken + gekozen worden
Sin? X
VSin 2 X
teeken van Sin2 X, dan gaat Sin 2 X'en dus, volgens (118), Sin2 (D" +3")
gelijktijdig door nul; dus bereikt 2(D'+43") dan 0 of 180° Van
hieraf wordt de integratiec in D' (zie 117) met tegengesteld teeken
voortgezet. Voor de waarden van Cos2(D'+43') op een later tijdstip
is het echter onverschillig, of men van die waarden van 2(D'+43")
uit de toename positief of negatief neemt, en de cosinus doorloopt
dus verder dezelfde waarde, als wanneer het teeken onveranderd bleef;
hetzelfde geldt van - Sin2(D'+3’), daar Sin2(D +3') op zich zelf
aan weerszijden van het punt, waar het teeken verandert, symmetrisch
ten opzichte daarvan dezelfde waarden met tegengesteld voorteeken
doorloopt. Men kan dus vooreerst, daar deze redeneering voor elk vol-
gend tijdstip, waarbij het teeken van Siz2 X verandert, eveneens geldt,

Dy wey ‘ 2y '
Cos2 (D43 ._Cos(:Fj; Sin—@dt+2;)’

+ Sin2 (D' 45') = = Sin (q:f éﬁdtn;')
0

schrijven, waar het 4 teeken nu in ’t verloop van tijd niet verandert,
en dus alleen van den begintoestand afhangt. Daar nu - 3’ eene
uit den begintoestand te bepalen willekeurige standvastige is, kan
men daarvoor eenvoudig 3 schrijven, zoodat, met

gelijk aan dat van Verandert in verloop van tijd het

—_—_ 7
Dym—giat (119)
00.92X.0032x=Oos¢.Oose'+Sin¢.Sifzs'.0032(D,+B),} 120
Sin2X. Cos2g = Sine’ .8in2(D, +3). (120)

Om den zin van de beweging in de baan te bepalen, moeten wij

(102) en (109) samen nemen. Volgens (116), (120) en (101) is
echter

29'—2xa" = (— A+ Cose’ \/1+A’+A+A003\P. Cose’ 4
+A8ind . Sine . Cos2 (D4 3) = Cose'. Siny —Cos . Sine’.Cos2 (D, +3).
Dus is

4 = Cos'. Siny— Cosy Sine'. Cos2(D, +3) = [+]" V 4* (121)
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de vergelijking, die bij de bepaling van 3 en ¢ in (120) gebruikt
moet worden. Is voor een gegeven tijd ¢ =10, X = X,, x = x,
en [4=]; gegeven, zoo bepalen (120) en (121) X, x en [=4]" voor
elk ander tijdstip; d.w.z. de ligging en den vorm van de baan, en
den zin van de beweging in deze, zoodra men & en 3 voor £ —20
bepaald heeft.

19. Het overzicht over deze verschijnselen wordt vergemakkelijkt
door de volgende algemeene opmerkingen.

De ligging en vorm van de slingeringsellips zoowel als de zin van
de beweging in deze, dien wij kortweg het teeken van de ellips zul-
Sind
Vo
waarin 7 een geheel getal voorstelt, in plaats van ¢, verandert (120) niet.

Vergelijkt men met het beschouwde geval, dat, waar | de waarde
Y'"=180°—1, en dus Cos{ het tegengestelde teeken heeft; noemt
men de standvastige & daar ¢”; en voert men dan in plaats van "
en ¢", ¢ en ¢ = 180°—¢'" in; zoo krijgt men (120) onveranderd in
vorm terug; maar in (121) is het teeken omgekeerd, d.w.z. dezelfde
ligging en vorm der ellipsen vertoonen zich, doch het teeken is het
tegengestelde geworden. Wij kunnen dus, beide gevallen samenvat-
tende, door

len noemen, veranderen periodisch; want bij de substitutie ¢ 4- 1=

Coss = Cose —2Y_ 0 <cec1800, ... .. (122)
\/ Cos*y

voor (120) en (121) de volgende stellen.

Cos?2 X. Cos2x = YV Cos® ¥. Cose + Sind . Sine. Cos2(D, 43), } A
Sin2 X. Cos? = Sine. 8in2 (D, +3), (4)

A= Coss.Sin}— \/m.&'ne.(‘os%D, 49)= [j;] Lo \l’— VA2, (B)
V Cos ¥
Sin2 X en Sin2(D,+3) worden gelijktijdig nul; bij twee tijdstip-
pen, die ten opzichte van een nulpunt van Siz2(D, 4 3) symmetrisch
liggen, behooren dezelfde waarden van Cos2(D, -+ 3), de tegengestelde

van 8&in2(D, 493); dus dezelfde van 2x en [-—!_—] _C’o_si_; maar

\/ Cos®y
waarden van 2 X, die symmetrisch zijn ten opzichte van het bij het
nulpunt van Sin2(D, 4 3) behoorend nulpunt van Sin2 X, m.a. w.
de groote assen van de slingeringskrommen, liggen symmetrisch ten
opzichte van de cobrdinatenassen der & en y. Men kan dus de
periode, na welke de slingeringen weer hun oorspronkelijken vorm,
ligging en teeken hebben, in twee onderperioden verdeelen, die in
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’t algemeen verschillend van duur zijn. In de eerste helft van de
eerste onderperiode verlaat de groote as hare oorspronkelijke ligging
(D, =0, 2(D, +3)=—23), tot zij met eene codrdinatenas samenvalt
(Sin2(D, +3) =0, Cos2(D, + ) — =-1); gedurende de tweede helft
worden dezelfde ellipsen met hetzelfde teeken in omgekeerde volg-
orde en symmetrische ligging ten opzichte van de codrdinatenassen
doorloopen, totdat de groote as de ligging bereikt, die met de oor-
spronkelijke symmetrisch is (Sin 2 (D, + 8) — — S8in23, Cos2 (D, 4 3) =
= (0323); dan begint de tweede onderperiode, gedurende welke in
’t algemeen andere vormen dan in de eerste doorloopen worden, maar
die door het tijdstip (Siz2 (D, +3) = 0, Cos2(D, +3) = F- 1) weder
in symmetrische helften verdeeld wordt, en bij wier einde (D, = =)
men de oorspronkelijk gegeven slingering terugziet.

In de formulen (A) en (B) is J eene standvastige, die afhangt
van de gegeven krachtfunctie en van de gegeven beweging van het
vlak, waarin het punt zich moet bewegen. ¢ omvat eene groep van
elliptische bewegingsvormen, die bij onveranderde ¢ in ’t verloop van
tijd allen in elkaar overgaan, doordat D, <43 achtereenvolgens alle
waarden doorloopt. 3 eindelijk bepaalt, welke ellips uit zulk eene
groep als begintoestand genomen werd, of w.h.z.i. bepaalt het be-
ginpunt van telling van den tijd in elke kring van opvolgende ver-
schijnselen gekenmerkt door eene zekere waarde van e.

§ 2. Constructie dér slingerbanen. Plaats van het
punt in de baan.

20, Wij zullen nu de vergelijkingen (A) en (B) construeeren. In
de eerste plaats moeten daartoe ¢ en 3 uit den begintoestand bepaald
worden ; daarbij mogen wij altijd 2 X, als tusschen —# en 4+ lig-
gende aannemen. Daar (A) en (B) voor ¢ =10

Cos? X,. Cos2 x, =V Cos* . Cose + Sin . Sine. Cos23, 128

Sin? X, . Cos2 xo = Sine. Sin23, }'( )

A= Cose.Siny—\ Cos*.Sine.Cos28 = [j:] "_Cosd VAZ (124)

] \/ Cos*
worden , kiezen wij (zie flg. 2) op een bol twee, elkaar in den pool P onder
den hoek 90"~ snijdende, groote cirkels; waarbij wij met ~ aandui-
den, dat men de volstrekte waarde van het verschil moet nemen. In
de richting P L tellen wij op den lengtecirkel, L, de lengten positief,
in de tegengestelde negatief, evenzoo op den tijdcirkel, PZ, 23 positief
in de richting PZ. Overeenkomstig met het teeken van 2X, meten
wij dit op den lengtecirkel van P uit af, en leggen door het uiteinde
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van dit stuk een nieuwen grooten cirkel, den karakteristicken, K,
die met den lengtecirkel den hoek 90”4 2%, naar de zijde van P
en den tijdeirkel, insluit. Volgens (120) is dan in den bolvormigen
driehoek PLZ de zijde tegenover 90°+4-2 x,, 23, en de hoek tegen-
over 2x,,¢ Wij vinden dus twee aan (123) voldoende stelsels
van 3 en &, zoodra eene ellips gegeven is, en derhalve g, van nul
verschilt. Inderdaad heeft men dan volgens (121) te onderscheiden
tusschen ellipsen met positief en negatief teeken, en het criterium
(121), of wat hetzelfde is (124), laat zich gemakkelijk terug bren-
gen tot de keuze van == x,. In PLZ is namelijk

T Sin2yx, = C0s23. Sine \ Cos®§ — Cose. Sin, . . (125)

dus met (121)
Fl= [i:l ’ C.Y?_si_ .

Men moet dus de zijden 4,, B;, O, en de hoeken a,, &,, c,
van een bolvormigen driehoek zoo kiezen, dat

* (osy
\/ Cos?

A4, =2X,, ¢, =90, b,::90°+[j:] 2%,3

dan is
a,=¢, B,=2R3..

Neemt men nog den grooten cirkel PF loodrecht op den lengte-
cirkel, zoo vindt men, daar volgens (101)

Cos2 X.Cos2 y = Cos2 f,

(met 128) bij F den hoek 2f, waardoor de ligging van de hoekpunten van

den rechthoek, die aan de slingeringsellips met de zijden evenwijdig aan

de codrdinatenassen omschreven is, op den cirkel met den straal V24

bepaald wordt, terwijl PF volgens (101) 900 [j:] _Cosd_ T,
\/ Cos?

voorstelt.

De verschijnselen, die uit de gegeven slingering ont-
staan, verkrijgt men nu, doordat men bij gelijkblijvende
helling ¢ van den karakteristieken cirkel K op den tijd-
cirkel, het knooppunt van beiden over den laatste met

de gelijkmatige snelheid ——21 verschuift; in den tel-

Sin

kens door deze cirkels gevormden driehoek,
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@, =¢, ¢, =900y, B, =2(D, +3),

is 4, =2X, b, =90° [i]'——@—s—d’—- 2%, ©
Cos?

d.w.z. de lengte van die knoop van den karakteristieken
cirkel met den lengtecirkel, die men, van den tijdcirkel
uit langs den karakteristieken cirkel en door den scher-
pen hoek der vlakken van den tijdcirkel en den lengtecir-
kel gaande, het eerst bereikt, en die wij de opstijgende
knoop zullen noemen, is de dubbele hoek van de groote
as der slingeringsbaan met de z-as; en de overmaat van
de helling dier vlakken, voortdurend aan dezelfde zijde
van beiden genomen, boven 90° bepaalt door hare grootte
de dubbele assenverhoudingshoek 2x en door haar tee-
ken, dat van de baan.

Dat dit geldt voor —» < 2(D,+ 3) < valt terstond door de keuze
van den bolvormigen driehoek in het oog. Overschrijdt 2 (D,+3)de —=
of 4+x, zoo snijden twee der zijden van den bolvormigen driehoek
elkaar in het punt diametraal tegenover P, wat echter zonder invloed
is op de geldigheid van de formulen, wanneer men de hoeken van
twee vlakken maar voortdurend aan dezelfde zijde van beiden kiest.
Gemakkelijker ziet men misschien nog volgens de vooropgestelde op-
merkingen, n° 19, over de symmetrie in de halve onderperioden in,
dat men het knooppunt Z bij onveranderlijke helling van het karak-
teristieke vlak op het tijdvlak maar steeds verder kan laten gaan, als
men er slechts op let, dat de helling van den karakteristieken cir-
kel op den lengtecirkel steeds aan dezelfde zijde van lengtecirkel en
karakteristieken cirkel bepaald moet worden.

De periode van de verandering van vorm, ligging en teeken der
slingerbanen is gegindigd wanneer dat knooppunt weer op zijne oor-
spronkelijke plaats is aangekomen. Zij is

NM=nx ?‘_ﬁ_i_; ............ (126)
Vol
dus korter dan de periode van het ongestoorde vraagstuk, en ook
korter dan de tijd in welke het 2,y stelsel eene drasiing van 180°
om de z-as volbrengt; want

n:27r\/(‘oa’\b LI
Vi=p* ~ Vig-»?
volgens (110), (115) en (126).

3
n N<—
Y
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21. Voordat wij tot eene onderscheiding der belangrijkste gevallen
overgaan, willen wij nu nog, vooral met het oog op de uitbreiding van
de slingerproef van Bravais, volgens (106), = algemeen uitdrukken.

a .
1:-7f - — Sin T, dt
pVe(l—2)
en
—pr—yf—-— dt =yt +o(y
volgens (109).
Wanneer men de waarde van = bij ¢ = 0 met 7, aanduidt, en let

op (115) en (116) J
- + G ©dt
plr—rg) =ESLg—y Qoc+ Cond

7 T sme V), 1=
Volgens (101) en (A)

f‘ dt _2f‘ dt
0 1—o o 14 \/(os"\LC’oss+Sim}a.Sin£.C‘os2\D,+§‘l
en volgens (119)
Siny 2D+ da
v Jog m+nCosu’

als =1+ \} Cos? Coss,
e e 12
n__bmxb.%ne. } 217
m en n zijn twee positieve grootheden; en m —n =14 Cos(J 4¢)> 0,
stellende

VCos*§ = Cosd', en 0 <Y <90° . . . .. (128)
Dus

"AD+ J) — 2D+ d)
j du — = __2 Arety (\/m nTy%—u)] s
24 m+n Cosu \/m.’«—n‘ m+n 24

en

(oaxl;-t»Coae Arcty( m—mn Ty(D +3)—1Tygd )

Ve mtn) 14722 Ty(D +3).1p5
of met (112)

08+ M — 3
plr- "'o)—p yt+ Cos? Vos'd ¢+fose]drct ( Vmi-n ‘inD,

9 Y Cos ¥ Vmi—nt mCosD, +n( 0s(D,+23)
De beteekenis van = volgt uit (93). Het is de tijd, die na eenig

2
veelvoud van -f sedert £ =0 nog verloopen moet, voor het punt

met positieve z-snelheid de y-as overschrijdt; bij £ = =,, vindt dit
voor de eerste maal plaats, dan in de ongestoorde beweging na elk
4

» (129)

). (130)
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veelvoud van den slingertijd }?, in de gestoorde beweging echter

7— 7, later. Men kan = — 7, ontbinden in twee deelen. Daar na-
melijk de tangens in (180), wanneer D, om -+ I7, waar I een geheel
getal voorstelt, toeneemt, weer dezelfde waarde aanneemt, en dus pe-
riodisch en wel met de periode IT(zie 126) verandert, kunnen wij

schrijven
T=r,=Wolx+ W, \
N Cos* U -
Wy, = I:\/los’dl-— V008_¢+(088:| p__q , '
Vmi=n*  JpV(p—q) (D)

p—q 1 Cosd V Cos? 4«-]-(,‘083] ( vV mi—nSinD, )

W= (t-Im+--—= )
"o ( )+p Vv ('08’\1'[ Vmi—at Aret, mCosD ,+nCos(D,+23)

waar I het aantal in ¢ bevatte geheele perioden, en 0 < .drcfy <1807,
in den zin tegengesteld aan ¢, is. Immers volgens (115) is

y  Cosb _ 29
Vyt V@ad V=g
en de arctg groeit aan in den zin tegengesteld aan 5. Heeft men
gedurende eene periode IT voor elk tijdstip = bepaald, dus de
ligging van het punt in de door (A) en (B) of door (C) bepaalde baan,
zoo vindt men de overeenkomstige plaats 7 perioden later, wan-
neer men het punt uit de eerste plaats zoover over zijne baan terug-
schuift, dat het in de voorgeschreven beweging den tijd #7yI» noo-
dig heeft, ora die plaats weder te bereiken.
De waarde van Cose, die men in (D) noodig heeft, volgt uit den
bolvormigen driehoek (C)

Cose = V Cos™¥ Cos2 X, Cos2 0+ [j—__:’ " _losy Sin2 . Sind. (131)
o V Cos®d

§ 8. Onderscheiding der belangrijkste gevallen.

22. Wij beschouwen nu de gewichtigste gevallen, welke onder (A) en
(B), of, wat hetzelfde is, in de beweging van den karakteristicken cirkel
volgens de constructie (C) voorkomen.

Is een slingerellips op eenig oogenblik gegeven, zoo laten zich ten
opzichte van de daaruil ontstaande ellipsen drie gevallen onderschei-
den, al naarmate er cirkels, rechte lijnen of alleen ellipsen onder
voorkomen. De beschouwing van den driehoek (C), welke den karak-
teristieken cirkel bepaalt, toont nu terstond aan, dat het optreden van
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cirkels het samenvallen van den karakteristieken- en lengtecirkel vor-
dert, d.w.z.
Cos* e — Sin .

Wij stellen geval A:  Cos?e = Sin?*$> Cos® ¢,
en zullen zien, dat dan geen rechtlijnige slingeringen voorkomen,
terwijl in

Geval D: Cos?e — Sin* § < Cos? §,
zich zoowel rechtlijnige als cirkelvormige slingeringen vertoonen.

Zullen rechtlijnige slingeringen optreden, dan moet bij verschui-
ving van den karakteristicken cirkel zijne helling op den lengte-

cirkel -;f kunnen worden. Deze helling is echter een hoek in den

driehoek (C), wiens andere hoeken 90°—{’en & zijn, wanneer ' als
in (128) bepaald wordt; tevens moet in den supplementairen drie-
hoek van (C) de eene hoek recht zijn. Dus moet 52_'1', voor

x T .
s<§ en 180"—¢> 4y’ voor s>§ zijn; en is

Geval B: Cos? e_<_(]oa2 J.
Daarentegen zijn voor het
Geval C: Cos* ¢> Cos* ),

geene rechtlijnige slingeringen onder die, welke achtereenvolgens uit
de gegeven ellips ontstaan; en deze houden dus steeds hetzelfde teeken.

Ook blijkt dit uit den rechthoekigen bolvormigen driehoek, door
toepassing van den regel van NEPER, die, wanneer de rechtlijnige
slingeringen in het azimuth X, liggen,

Cose == Cos?X,.Cosy' . . ... ... (132)

geeft.

Eindelijk kan men deze discussie der vormen ook aansluiten bij de
uitdrukking van 8iz2x, die men overeenkomstig met (125) uit den
bolvormigen driehoek vindt, nl.

r C
[—_t] —,_f_f:\li— Sin2 % = Cos2 (D, +3).8ine.Cosy’ — Cose.Sind’ (133)
v Cos*

Het oogenblik, waarop de slingeringen, zoo dit mogelijk is, recht-
lijnig worden, vindt men met (119) uit de waarde van D,, die be-
paald wordt door

Cos? D, +3).8ins.Cosy'—Coss.Sind' =0 . . ... (134)

23. De gevallen B en C laten zich elk in twesen splitsen, Ien IT;
al naarmate het knooppunt van den karakteristieken en den lengte-
4%
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cirkel zich steeds in denzelfden zin beweegt (dus ook de groote as
van de slingerbaan de coordinatenassen x, y opeenvolgend over-
schrijdt), of niet, (zoodat de groote as van de slingeringskromme om
een der coordinatenassen heen en weer slingert). Wanneer de scherpe
hoek, dien de karakteristieke- met den tijdeirkel vormt, grooteris dan
de scherpe hoek van den tijd- en den lengtecirkel, zoo kan het knoop-
punt van den karakteristieken- en van den lengtecirkel zoowel in P,
als in het diametraal tegenoverliggend punt P, vallen. Is dus aan

Geval I: Sin®e> Cos* |,

voldaan, dan gaat de groote as der slingeringskromme achtereen-
volgens over de 4z, de +y, de —x, de —y, de +z-as enz., of
omgekeerd. Bij 5 en X, positief gaat het knooppunt van den ka-
rakteristicken- en den lengtecirkel het eerst over P, hetwelk met
de x-as overeenkomt; dan volgt eene overschrijding van het in
onze constructie diametraal tegenover P liggende punt P, dat op
deze wijze bereikt, de lengte — 180" heeft, en dus overeenkomt met
de coordinatenas, waarvan de lengte _72_3- is, d.i. met de —y-as,
enz. De coordinatenassen worden dus in de aan y tegengestelde
richting opeenvolgend overschreden. et heen en weer zweven van
de groote as om een der codrdinatenassen vordert, dat het knoop-
punt van den karakteristicken- en van den lengtecirkel een der beide
punten, P of P, nooit bereikt. Zal dit het geval zijn, dan
moet de scherpe hoek van den karakteristieken- en van den tijdcirkel
kleiner zijn dan die van den laatste en den lengtecirkel, en de
scherpe, als ¢ of 180°—¢ te nemen, opening afgekeerd zijn van dat
der beide punten P en P,, hetwelk niet overschreden wordt.

Dus is

Geval II: Sind e < Cos? .

De beweging van het vlak van den karakteristicken cirkel is eene
draniing om zijn middelpunt. Wij kunnen deze ontbinden in eene
om eene as loodrecht op het vlak, en die voor ons niet in aanmerking
komt, daar wij alleen met den stand van het vlak en niel met de
ligging van punten in het vlak te maken hebben; en in eene andere
draaiing, wier as in het vlak valt. Deze as staat op elk oogenblik
loodrecht op de knooplijn van het karakteristicke vlak met het tijd-
cirkelvlak. Van den tijdcirkel uit langs den karakteristicken boog
(die in den scherpen hoek van tijd- en lengtevlak valt) gaande,
ontmoet men het knooppunt van dezen boog met den lengtecir-
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kel eerder of later dan het punt, dat met die oogenblikkelijke
as overeenkomt, en na 90’ bereikt wordt, al naarmate de karak-
teristicke boog < of >90° is. Dus bewegen zich de knooppun-
ten van het karakteristicke vlak met den lengte- en den tijdeir-
kel in denzelfden, of in tegengestelden, zin, al naarmate de ka-
rakteristicke boog, die beiden verbindt, kleiner of grooter dan een
quadrant is. Daaruit volgt echter onmiddellijk, dat dit knooppunt
van het punt P of P, (diametraal tegenover P), waarheen zich de
scherpe hoek van den karakteristieken- en den tijdcirkel bij de con-
7z
2
ken; d.w.z. de groote as der slingeringsbanen zweeft om de oor-
spronkelijk het naast bij haar gelegen codrdinatenas heen en weer.
Voor de twee symmetrisch liggende keerpunten vindt men, uit den
bolvormigen driehoek met een quadrant tot zijde,

structie op het tijdstip # = 0 keert, nooit meer dan ; kan afwij-

. . __ NSine __

+Sn2X, = Tord =
] . , TR E
= q,\/ 1- LCosZXo.(os2Xa-Cos¢ + [:t] 0 V%‘_” J’Sm\b.Sm‘,’,xn] .

(135)

In de onmiddellijke nabijheid der richtingen, voor welke de slin-
geringen rechtlijnig worden, grijpt de beweging van de groote as, hier
even als in ’tgeval I, in den zin tegengesteld aan dien van ¢
plaats.

24. Het vorige samenvattende kunnen wij dus onderscheiden :

A. Sin*y = Cos" ¢ > (0s* .
Er treden onder de ontstaande slingeringen cirkels op, maar geen
rechte lijnen (alleen mogelijk bij 7l ¢ > 1)
B. I. Sin?$> Coste < Cos? .

Er komen rechtlijnige slingeringen voor; de groote as van de slin-
geringskromme beweegt zich steeds in den zin tegengesteld aan .
(Voor Tg* ¢ > 1 is dit een noodzakelijk gevolg daarvan, dat aan de
eerste voorwaarde is voldaan).

B. II. Sin?d < Cos?e < Cos’ .

Er treden rechtlijnige slingeringen op; de groote as der banen
slingert om de oorspronkelijk naastbijgelegen codrdinatenas heen en
weer. (Dit geval kan slechts voorkomen bij 79* ¢ <1).
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C. II. Sin?d < Cos* s> Cos* .

Slingeringen, die niet rechtlijnig worden kunnen, en wier groote
as om eene coordinatenas (de naastbij gelegene) slingert; wat bij
Tg ¥ <1 een onmiddellijk gevolg daarvan is, dat aan de eerste voor-
waarde is voldaan.

C. I. Sin*dy> Cos ¢> Cos* .

Slingeringen, die niet rechtlijnig worden kunnen, en wier as steeds
in dezelfde, aan y tegengestelde, richting verder gaat. (Is alleen
bij Ty*¢>1 mogelijk).

D. Sin?y :Cos“—si(‘os"d;.

Dan kunnen zoowel cirkels als rechte lijnen optreden. (Alleen
mogelijk bij Tp? ¢=2 1).

Eindelijk zullen wij in § 4 nog eenige grensgevallen behandelen.

Volgens (181) speelt het teeken van de gegeven ellips cene wezentlijke
rol in de bepaling van Cos? &, dus in de bepaling van de klasse, waartoe
zij behoort. Daar echter voor deze bepaling het tecken van (ose niet in
aanmerking komt, zou men in elke klasse nog twee onderafdeelingen kun-
nen maken, al naarmate Cose — + V Cos?e of Cos: == — \/ Cos’¢ is.
In beide worden dezelfde krommen met tegengesteld teeken in de-
zelfde volgorde doorloopen; maar hunne ligging is in het eene geval
dezelfde ten opzichte van de y-as als in het andere ten opzichte van
de 2-as. Immers het supplement van ¢ en de tegengestelde waarde
van y komen overeen met de hoeken van den supplementairen drie-
hoek van {C), waarvan het hoekpunt P, de y-as aanduidt.

25. Om de gelijktijdig met die van X plaats grijpende verande-
ring van x na te gaan, kunnen wij gebruik maken van de bekende
differentiaalvergelijking voor een bolvormigen driehoek (C) met eene
veranderlijke zijde B, en twee standvastige hoeken, @, en ¢,,

db, ar g, dd,
d-TBT = Sincy.Sind,, BT = Sinc,. CoaA,dB

welke hier den volgenden vorm aannemen
[i] _Cos
\/(' 08 ) . ——
= 8in2X. \ Cos®
a(2(D, +9)) AV oty (136)

of —%:[j;]'ySin2X.Cotg¢,




r Cos )
d? + | 2 —
([=] yomx

= V Cos*}. Cos2X—i[2—‘X—]—

d2(D, +32)) [42(D.+3)] | (136)
d*y Ly Cotgd a2 X]
Of 217’- —_ [‘_L‘J -—Sin—\], . (.08 24‘,3—[@—1——‘_‘_;)] .

Uit de eerste volgt, dat Z—f steeds hetzelfde teeken behoudt; en

dus van uit den oorspronkelijken toestand steeds de verhouding 7% x
van de kleine as der slingeringsellips tot de groote toe of afneemt;
totdat de groote as dien stand bereikt, waar de slingeringen recht-
lijnig worden en dus [+]" omkeert, of wel hunne groote as met
eene coordinatenas samenvalt, en dus het teeken van 82 X omkeert.
Verder bevestigt zij, dat van het oogenblik, dat de groote as eene
codrdinatenas bereikt, zooals vroeger reeds aangetoond werd, af y
den tegengestelden gang neemt.

Wil men zich bij de discussie der veranderingen van x aan den
bolvormigen driehoek houden, zoo kan men opmerken, dat de helling
van den karakteristiecken- op den lengtecirkel voortdurend toe- of
voortdurend afneemt, wanneer men het knooppunt van den karakte-
risticken- met den tijdcirkel tusschen P en P, voortdurend in den-
zelfden zin beweegt. Immers dan neemt het spherisch exces voort-
durend toe of af, omdat dit met het oppervlak van den bolvormigen
driehoek het geval is. Dit laatste ziet men onmiddellijk in, wanneer
de beweging van beide knooppunten in denzelfden zin plaats grijpt.
Het is echter ook het geval, wanneer de karakteristicke boog langer
dan een quadrant is, omdat het langste stuk daarvan (het quadrant
van den tijdcirkel uit genomen) zich toch in denzelfden zin beweegt
(zie n”. 23) als de knoop met den tijdcirkel.

Laten wij eerst B. I nemen, en de verschijnselen in de twee on-
derperioden verdeelen, die door twee symmetrische rechtlijnige slin-
geringen begrensd worden; gedurende elk van deze onderperioden

blijft het teeken [i] Cosy standvastig, in beide onderperioden

V Cos ¥

is het verschillend. In dit geval is verder

Zik—gf%g) altijd, zooals
in het punt P, positief; ¢ en 90°—{’, of 180°—¢ en 90" —¢’ zijn
in de klasse B samen grooter dan 90°; dus geldt bij de overschrij-
ding van de a-as (waarbij de bolvormige driehoek (C) oneindig klein
wordt) het teeken
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_1=[i]’ Cos ;
wz\ Cos

daar dan ook Cos2 X positief is, volgt, dat de volstrekte waarde
van x een maximum is ten opzichte van de waarden, die het in die
onderperiode aannemen kan. Bij het overschrijden van de y-as door
de groote as der baan (waarbij de supplementaire driehoek van (C)
oneindig klein wordt) is Cos2.X negatief, maar tevens is volgens

4 Cosda [ ] Coada
Kl B... =41 13
asse [i] .y \/ Cos* ns \/ Cos* =+1 (180

[£]" omgekeerd; zoodat weder x een maximum is ten opzichte van de
waarden gedurende deze onderperiode.

Gaan wij nu over tot B. II. Wanneer de baanas om de z-, of
om de y-as slingert, wordt deze gedurende eene geheele periode IT
twee malen overschreden; de eene overschrijding komt in plaats van
de y-, respectievelijk de z-overgang in B. I; wij zullen haar dus,
in tegenstelling met de andere of normale, de abnormale noemen;

bij eene normale overschrijding is —— d(D + 3) positief, bij eene abnormale

negatief.

In de onmiddellijke nabijheid der normale overgangen verkrijgen
wij, geheel als bij B. I., voor (C) of voor zijn supplementairen drie-
hoek tusschen het tijd- en lengtevlak oneindig kleine driehoekjes; het
teeken der ellipsen wordt daarbij dus weder volgens (137) bepaald,
en x,. of x,, een maximum ten opzichte van de waarden van x
in de overeenkomstige onderperiode. Daar het teeken in de abnor-
male onderperiode het tegengestelde moet zijn van dat in de normale,
heeft men

* Cosy [ ]' — Cos
Kl B... —_— = =41; (138
asse [:t . Voars + N +1; (188)

en vindt men gemakkelijk, dat ook x,, en x,, maxima zijn ten

opzichte van de waarden van x in de overeenkomstige onderperioden.
In ’t geval C verandert het teeken niet, en moeten dus de beide

overgangen met elkaar vergeleken worden. Volgens (136) is

— Cos
(=] 7o
VCos* ¥
een maximum voor de normale z- of de abnormale y-overgang, een
minimum voor de normale y- of de abnormale z-overschrijding. Stemt
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dus het teeken van de ellips bij een normale ot abnormale overschrijding
van eene coordinatenas overeen met dat, ’t welk zich vertoonen zou
bij de overeenkomstige overschrijding door uit rechte lijnen ontstaande
ellipsen, zoo is de verhouding der assen een maximum; is het tegen-
deel het geval, zoo is het een minimum.

Wat de grootte van yx betreft, volgt uit de genoemde oneindig
kleine driehoekjes bij de normale overschrijdingen

90° + [+] O3 g = 180" = —(90°— ¥);

\/(os"\l:
of Xns = [i] C——OW” ‘g;f, ;
nx \/(’082\11 2 (139)
r Cosy V' 4e
en evenzoo yy == j;] 90° — ),
X [ ny\/Cos’\L(\ )

Daarentegen vindt men uit de oneindig kleine supplementaire drie-
hoekjes van (C) tusschen het karakteristieke- en tijdvlak bij de abnor-
male overgangen

r Cosd s-l-xb
oz — =+ T—_ ’
* [ ]ar \/(08 1}; 2 ) .
r Cosy Y—e s
-y = 90" — — .
x I::l:]” \/l"oszx};( 2 )

§ 4. Grensgevallen.

.. (140)

26. Geval E. Sine = 0, onveranderlijke ellipsen.

Tot een bizonder opmerkelijk geval met het oog op eene slin-
gerproef, waarvan die van BRAVATS een bizonder geval is, geeft
Sine = 0 aanleiding. Dan is

Cos2 X,.Cos2x, = Cosy’. Cose,
Sin2 Xy.Cos2x,=0,

Cose = [:I:] \/(}fq’_ VCoste, VCoste—=1,

en Cos? X.Co32 ¢ == Cos’.Cose, Sin2 X.C0s? = 0.

Heeft men oorspronkelijk als slingeringskromme eene ellips, wier
assen met de coordinatenassen samenvallen, en in de verhouding, be-
paald door

g =4V, . ... (141)
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tot elkaar staan, en valt de groote as met die codrdinatenas samen,
waarvoor

Cos2 X [ :lr Cos
—_—— = + —1-::
V Cos*2 X V Cos? Y

is; zoo blijft het punt zich voortdurend in de oorspronkelijke baan
bewegen, of m.a.w..de ellips is onveranderlijk.

Dit blijkt ook duidelijk uit onze constructie; immers bij ¢ = 0 of
e — 180° valt het karakteristicke vlak samen met het tijdvlak; het
knooppunt met het lengtevlak, dat voor ¢ = 0 in P, voor ¢ = 180°
in P, ligt, en de helling blijven voortdurend dezelfde. Wij hebben
bij P, 90°4 2 = 90"+ {" en bij P,, 90°— 2y = 90" —{'; waaruit
volgt, dat het teeken van de ellipsen bepaald moet zijn door

+1:[iJ’—(ﬂ~bijPendoor -1= I:i:l' L‘oib” bij P,.
V Cos® ¥ V Cos* §

Om den samenhang van het tecken der onveranderlijke ellipsen
met de coordinatenas, waarin hare groote as valt, scherper aan te
geven, verwijzen wij op n° 25, waar bewezen wordt, dat de boven-
staande definitie, die voor het teeken van ellipsen, welke abnor-
maal P of P, overschrijden, is. En de onveranderlijke ellips heeft
dus hetzelfde teeken als de ellipsen, die abnormaal de cobrdinatenas,
waarmede hare groote as samenvalt, overschrijden.

Het geval Cose =0 komt overeen met Cos2 X, =10, X, = 443",
terwijl x, en x, bepaald worden door

CosV' = 8in2yx, x =45°—1{’;
de twee onderperioden zijn dan, afgezien van het teeken der ellipsen,
in zooverre dezelfde, dat de eene ten opzichte van de z-as evenzoo
doorloopen wordt als de andere ten opzichte van de y-as.

27. De grens tusschen de gevallen B. II en C. II vormt

Geval F. II. Cos?e = Cos®*y en Sin*{ < Cos* .

Dan liggen de slingeringen oorspronkelijk in een van de symmetrie-
assen; terwijl de kleine as van de slingeringen toeneemt, beweegt de
groote as zich in den zin van —y naar een van de keerpunten, die
volgens (185) bepaald worden door

+8in2 X, = Ty{';
keert dan zich weer naar dezelfde codrdinatenas toe, die met ellipsen
Xpp =WV, (14?)
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overschreden wordt; bereikt het tweede keerpunt
FSin2X,=1Tg

aan de andere zijde van de codrdinaten- of symmetrie-as; bij steeds
afnemende kleine as keert de groote as zich dan weer naar de-
ax Sind’

Vor
zijn de slingeringen weder rechtlijnig geworden.

Een dergelijk grensgeval F. I heeft men tusschen B. I en C. I
bij Tg2¢> 1.

28. Het geval A, dat de verklaring van eenige afwijkingen bevat, die
Bravats bij zijne proeven over het bewijs van de aswenteling der
aarde met behulp van den conischen slinger heeft opgemerkt, kan
men als de grens tusschen C. I en C. IT beschouwen; welk laatste in

A overgaat, wanneer bij ZTy?¢>1, ¢ juist de waarde heeft, bepaald
door

zelfde symmetrie-as en, wanneer deze, na bereikt wordt,

Sin?y = Cos? ¢.

Is dit het geval, zoo kan men even goed zeggen, dat de groote
as der slingeringsellipsen steeds in dezelfde aan ¢ tegengestelde rich-
ting verder gaat, (A gedurende het oogenblik, dat de slingeringen
cirkelvormig zijn, beschouwende als behoorende tot C.II); als dat zij
om eene codrdinatenas slingert, (A beschouwende als behoorende tot
C.I). Immers dan hebben het karakteristieke vlak en het lengtevlak
dezelfde helling op het tijdvlak, en verkrijgt men het eerste door het
tweede bij onveranderlijke helling op het laatste te laten draaien.
De tusschen den tijd- en den lengtecirkel ingesloten karakteristieke
boog kan alleen, wanneer het karakteristicke- en lengtevlak samenval-
len, en dus de knooppunten van den karakteristieken- met den tijd-
cirkel de lengte 0 of o hebben, d.w.z. de groote as der slinge-
3
2
dit oogenblik mag dus de beweging van de groote as als abnormaal wor-
den beschouwd. Vallen de beide vlakken echter samen, zoo is hunne on-

ringsellips met eene codrdinatenas samenvalt, tot = worden; alleen op

derlinge helling 0 of 7, dus 2 =4 %, en de beweging cirkelvormig.

Wij moeten onderzoeken, wat er bij dit punt verder gebeurt. Wan-
neer het knooppunt van den karakteristieken- en den tijdcirkel over
een coordinatenaspunt (P of P,) heenbeweegt, en beide vlakken sa-
menvallen, ligt de oogenblikkelijke as van die draaiing van het ka-
rakteristieke vlak, welke overblijft wanueer men afziet van de draaiing
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om eene as loodrecht op dit vlak, die het slechts in zich zelf ver-

plaatst, op de lengte-g of ~—;—r, al naarmate van den zin der bewe-
ging in den cirkel; onmiddellijk daarna ligt zij op de lengte ~%,

respective 47, want de karakteristicke boog moet steeds door den
scherpen tweevlakshoek genomen worden. Of men nu aanneemt, dat
de plotselinge overgang van +% tot _725 of omgekeerd, die op het

oogenblik plaats heeft, dat de slingeringen cirkelvormig zijn, in
positieven of in negatieven zin geschiedt, m. a. w. de denk-
beeldige groote as van den cirkel in positieven of negatieven zin
rondloopt, doet aan de bepaling van den vorm van de slingerings-
baan niet af; zoodra echter de slingeringskromme niet meer cir-

kelvormig is, wordt de karakteristicke boog < %, en heeft dus

de beweging in den zin tegengesteld aan die van ¢ plaats. De
groote as der ellips duikt volgens het vorige, en omdat de lengte
van de knoop van het karakteristicke en het lengtevlak het dubbele
azimuth X voorstelt, uit den cirkel op bij het azimuth 4 45° van
de groote as der slingeringskromme, wanneer het knooppunt van den

lengtecirkel en den karakteristieken cirkel bij j:g ligt; en verdwijnt

er weder in, terwijl zij een hoek van IF 45° met de cooérdinaten-
assen maakt. Wij hebben dan den oorspronkelijken toestand terug-
gekregen, namelijk een cirkel van denzelfden zin. Om de keuze van
het teeken voor dit azimuth uit het teeken van den cirkel te bepa-
len, heeft men op te merken, dat het overeen moet komen met dat
van de maximumellips in ’t geval C. De willekeurige groote as van
den cirkel moet men dus, wanneer men aanneemt dat zij rondloopt
in den zin tegengesteld aan y, in die codrdinatenas leggen, bij wier
normale overschrijding ellipsen, die uit rechte lijnen ontstaan, hetzelfde
teeken hebben als de cirkel. Van deze as ligt het azimuth, waarbij
de groote as zich het eerst vertoont, 45 in de richting tegengesteld
aan ¢ af. Tot dezelfde uitkomst komt men, wanneer men de groote
as van den cirkel in de as legt, bij wier abnormale overschrijding
ellipsen, die uit rechte lijuen ontstaan, hetzelfde teeken hebben als
de cirkels, en het azimuth, waarbij de slingeringen weder elliptisch
worden, overeenkomstig de opvatting als abnormale periode, in den
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zin van ¢, 45° verder neemt. Dit azimuth wijkt 180° van het in
de vorige beschouwing gevondene af, en de ligging van de groote as
is dus dezelfde.

Van hieruit beweegt zich de groote as tegen y in verder, en wordt
bij het overschrijden van de naastvolgende codrdinatenas een maxi-
mum. Dan is de ligging van het karakteristicke vlak juist de sym-
metrische van het lengtevlak ten opzichte van het tijdvlak, dus
90° 424 = 180" —2¢,+ 2% = 90" -2y, en de verhouding der
beide assen wordt dan bepaald door

Cos? 2y, = Sin® 2y = Sin® 2{’,
x. =45y’ }

Van hieraf worden dezelfde vormen in omgekeerde volgorde en in
symmetrische ligging doorloopen, tot de groote as van de ellips in
den cirkel verdwijnt bij een azimuth, dat symmetrisch is met dat,
waar zij het eerst verscheen; en met oneindige snelheid in den ecir-
kel rond loopend, treedt zij weder in het oorspronkelijk azimuth er uit
te voorschijn. De beweging van het karakteristicke vlak geeft hiervan
eene zeer duidelijke voorstelling.

Het oogenblik van cirkelvormige slingeringen geeft in ’t geval D
tot geheel dezelfde beschouwingen aanleiding, als die wij voor ’t ge-
val A uitvoerig behandelden.

29. Zooals A de grens tusschen C. I en C. II is, is het geval D
een grensgeval van B en wel de grens, die B. I en B. II scheidt.
Is eene slingeringswijze gegeven, en uitgemaakt, door volgens
(181) ¢ te bepalen, dat zij behoort tot het geval B, dan kan
men volgens (134) en (132) bepalen, wanneer en in welke richting
de slingeringen rechtlijnig worden.

Elk geval behoorende tot de klasse B kan men zoo terugbrengen tot
een met oorspronkelijk rechtlijnige slingeringen in een azimuth X,;
en om uit te maken, of eene slingering tot de klasse B. I of B. IL
behoort, behoeft men dus slechts het gebied van X,, dat tot B. I
en dat tot B. II behoort, voor elke waarde van {, te kennen. Deze
onderscheiding van B. I en B. II naar X, is in ’t bizonder van be-
lang met ’t oog op onze slingerproeven (zie Hoofdst. III).

In tgeval B. 1 is Cos® e < Sin*§;

In ’t geval B. II is Cos® ¢ > Sin® .

Dus hoort volgens (132) bjj

C0s*2X, < Ty} de klasse B. 1, }
bij Cos*2 X, > Ty*y de klasse B, II.
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In de fig. 3 zijn de geschaduwde deelen het gebied van die
waarden van X , die aanleiding geven tot verschijnselen van de
klasse B. II, de anderen het gebied van B. I; de grenslijnen van
beide vormen het gebied van D, voor de waarde van ¢ (307), die
aan de constructie ten grondslag werd gelegd.” Neemt Ty toe,
dan breidt zich het gebied van B. I, aan weerszijden van + 459, sym-
metrisch uit. De waarde van X,, die aanleiding geeft tot een ge-
val van de klasse D, en die wij X,” zullen noemen, nadert meer

en meer tot zulk een waarde ( 0 of wel %) , die met eene codrdina-

tenas overeenkomt; want
Cos* 2X,0=1Tp*d . ... ... .... (145)

Bij Ty ¥ =1 is het gebied van B. IT geheel verdwenen, en valt
het samen met dat van D; en voor 7y?¢>1 heeft men noch het
geval B. II, noch D.

Neemt 7y*¢ af, dan krimpt daarentegen het gebied van B, I
steeds meer in, tot het voor 7%+ =— 0 in twee rechte lijnen, met
het azimuth -4 45°, overgaat; zooals uit de theorie van de figuren
van Lissasous bekend is.

Wij kunnen de onderscheiding van het gebied van B. I en B. II
gemakkelijk aangeven in de constructie op den bol. Bij de gege-
ven waarde van ¢ berekenen wij volgens (145) X,P, en zetten
+2X,2en —2X,” van P en van P, uit, op den lengtecirkel af.
Legt men door deze vier grenspunten vlakken loodrecht op het
lengtevlak, dan zijn dit de karakteristicke vlakken van vier slinge-
ringsvormen, die behooren tot D. Verder berekenen wij voor een
gegeven slingeringsvorm, die tot B Dbehoort volgens (132) X,; en
zetten eveneens + 2 X, en —2 X, op den lengtecirkel van uit P af.
Wanneer het zoo verkregen punt valt tusschen een codrdinatenpunt P of
P, en het naastbij gelegen grenspunt, behoort het geval tot de klasse
B. II; valt het tusschen de grenspunten, zoo behoort het geval tot de
klasse B. I. Van dit punt X, gaat in de normale periode het knooppunt
van den karakteristicken- en den lengtecirkel steeds in denzelfden zin
verder; de abnormale periode bevat de keerpunten 2 X, (zie 135),
en deze liggen van de codrdinatenas gerekend buiten de punten
2 X,. Eene rechtlijnige slingering uit de klasse B. IT, gaat dus in
de abnormale periode in eene elliptische over, wier groote as zich
van de naastbij gelegen codrdinatenas, terwijl de kleine as toeneemt,
verwijdert; maar, voordat zij met die codrdinatenas een hoek van 45°
maakt, omkeert en, terwijl de kleine as steeds toeneemt, er eindelijk
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mede samenvalt. Van hieraf neemt de kleine as voortdurend af; de
groote as Dblijft zich in denzelfden zin bewegen, en verwijdert zich
dus van de coordinatenas; zij bereikt de symmetrische ligging van
de oorspronkelijk rechtlijnige slingering, terwijl de steeds afnemende
kleine as nog niet nul is geworden; overschrijdt deze ligging nog
steeds in denzelfden zin; keert later om en wendt zich, terwijl de
kleine as steeds verder afneemt, weder naar de codrdinatenas toe;
om eindelijk voor de tweede maal de symmetrische lijn van de oor-
spronkelijke slingering te bereiken. Op dit oogenblik zijn de slinge-
ringen echter weder rechtlijnig geworden. De figuren 4, 5, 6 zijn
geconstrueerd met ¢ — 150°; de geheele periode is daarbij in 8 gelijke
deelen verdeeld; fig. 5 en fig. 6 stellen de normale en abnormale
onderperiode voor van een geval, behoorende tot de klasse B. II;
fig. 4 stelt bij dezelfde waarde van § een geval van de klasse B. I
voor ; eindelijk geeft fig. 7 een overzicht van de klasse B. I bij Ty 4> 1,
waar alleen het geval I van de Klasse B voorkomt,

§ 5. Betrekking tot de ongestoorde beweging.

30. Construeert men verder (fig. 8) voor een geval, dat tot de
klasse B behoort, de omgeschreven rechthoeken met aan de coordi-
natenassen evenwijdige zijden van de ellips; zoo neemt de waarde van
S =dresin Vo, die volgens n° 17 deze rechthoeken bepaalt, (zie
(101), vergeleken met de grondformule (A)), een maximum en mi-
nimum aan bij Cos2(D +3)=41, d.i. in het midden der onder-
perioden. Deze waarden met fy en f, aanduidende, zijn

Cos2f, = Cos(e~{'), Cos2fy= Cos(s+ ).

Daar in het beschouwde geval ¢ —{' en ¢ 4 ' beide positief en kleiner

dan 1809 zijn, is
S»=1%(¢—4') de minimum } (146)

en Ju=1(¢+{') de maximumwaarde van f [ * "~

Wij zullen nu aantoonen, dat, terwijl ¢ het gemiddelde van f,
en fy is, ook X, of —X, tusschen f, en fy valt, en in een zeer
eenvoudig verband tot deze staat.

Uit (132) volgt

__ Cosy'— Cose 1 T
Ty X, = o T ors — Tyl 4e).Tgt(e—4), (147)
of met (146)

T9*X, =T9f0uTofu v .o oo .. ... (148)
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In ’t geval B. IL bij zwevingen om de #-as, is f, en fy respectie-
velijk x,. en x,., en bij zwevingen om de y-as f, == 90—y, ,
en fy==900—y,, ; dus

TP X, =19 2. Tg%as
Tg’X,::Cotgx,,.Cotgx,,.}
In deze klasse heeft dus de maximumellips, die zich in de normale
onderperiode vertoont, eene kleinere; die, welke zich in de abnormale
onderperiode vertoont, eene grootere verhouding van de kleine tot de
groote as, dan die zich in de ongestoorde beweging (y = 0), dus in de
Lissajous'sche figuren (die tot de klasse B. IT behooren) zou vertoonen ;
maar de meetkundig middenevenredige van beide eerste verhoudingen
is gelijk aan de laatste. Wordt echter de invloed van de draaiing van
het codrdinatenstelsel zoo sterk, dat de gestoorde verschijnselen iot
de klasse B. I behooren, en dus een geheel ander karakter dan de

ongestoorde figuren van Lissajous krijgen, dan is

fo= e e fu==900—y
1 X, = %=

Tp* X, = Tyg, (160)
In de klasse B.I, waar de symmetrie-as van wat bij B. II de
abnormale periode was, als ’t ware 90° verspringt, levert dus het
quotient der maximumverhoudingen van kleine tot groote
as het vierkant van de maximumassenverhouding, die
zich in ’t ongestoorde vraagstuk zou vertoonen; terwijl in
de klasse B. 1I het productvan die verhoudingen dit doet.



HOOFDSTUK IIL

TOEPASSINGEN VAN HOOFDSTUK II EN BEHANDELING VAN EENIGE
VRAAGSTUKKEN OVER SLINGERS VOLGENS DE METHODE VAN
HAMILTON-JACOBI.

§ 1. Proeven van FoucatLr over de trillingen van een staaf, waarvan
het eene uiteinde aan een draaiende as bevestigd is.

31. Wij zullen nu eenige verschijnselen bespreken, in welke men
door de voorafgaande beschouwingen een helder inzieht verkrijgt.

In de eerste plaats vestigen wij de aandacht op de proeven, die in
de Fortschritte der Physik in 1850—51 als volgt beschreven worden:

»Hr. Foucaurr macht einige neue Mittheilungen iiber den Ver-
such mit einem schwingenden Stabe, welcher auf der Welle einer
Drehbank befestigt ist. Er zeigt dass im Allgemeinen die Stahl-
drihte, die man im Handel findet, weder homogen genug noch
genau genug cylindrisch sind, um schwingende Stibe bilden zu kon-
nen, welche ihre Schwingungsebene unveréndert beibehalten. Wenn
diese Stibe an einem Ende befestigt sind und nachdem man sie aus
ihrer Gleichgewichtslage abgelenkt hat, sich selbst iiberlassen werden,
so geben sie eine Reihe von Schwingungen, deren Figur um zwei
besondere, auf einander senkrechte Richtungen herum unaufhorlich
der Giestalt und der Lage nach sich veriindert.

Wenn aber der haltende Apparat oder die Welle der Drehbank
vorher in eine rotirende Bewegung versetzt ist, so treten ganz an-
dere Erscheinungen ein. Welche auch die Richtung des dem Stibe
mitgetheilten ersten Impulses und welche die daraus entstandene

b
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Schwingungsart ist, mag diese elliptisch, kreisformig rechtsdrehend
oder linksdrehend sein, jedesmal verharrt die Schwingung in ihrer
Gestalt und in ihrer Richtung; sie ist so zu sagen im Raume durch
die Rotation des haltenden Apparats fixirt, welche den diinnen Me-
tallstab von den Fehlern in der Homogenitit oder in der cylindri-
schen Gestalt frei macht. Hr. Foucaurt schloss frither, dass beim
Pendel dhnlich die Schwingungsebene von der Rotation des Aufhéings-
punkts unabhiingig sein miisse.”

Wij nemen aan, dat de as van den staaf met de as van draaing
samenvalt; noemen de draaingssnelheid om deze y; en duiden met
x;, y; de afwijkingen van een punt ¢ op de as van den staaf aan,
in een vlak loodrecht op deze en ten opzichte van een linksch, (zie
n° 2), rechthoekig codrdinatensysteem, waarvan de oorsprong in de
draaiingsas, en de assen voortdurend in de door Foucavurr aange-
duide hoofdrichtingen van den staaf vallen. Verder nemen wij aan,
dat de afwijkingen oneindig klein zijn; dat de verdeeling der massa’s
om de as symmetrisch is; en dat het verschil van de trillingsduur
in twee verschillende richtingen alleen het gevolg is van verschillende
veerkracht., Dan is in de ongestoorde beweging de krachtfunctie
weer van den vorm (90), en de levende kracht

T =0 47.%),
waar v eene standvastige is, die van de verdeeling der massa’s af-
hangt. Volgens n°. 9 wordt de storingsfunctie, afkomstig van de
beweging der codrdinatenassen, wanneer wij het gedeelte dat van de

) . L 3L .
tweede orde is, nl. G -1£% l— —— als in n° 16 verwaarloozen,

aqr bql
en omdat K==0 is, gelijk aan —Z. Volgens (9) is

L:—”?’(@'«':&J-,’Vﬁ;’;);
en wanneer wij het punt, welks codrdinaten x,, y, worden, nog
z60 op de as van den staaf kiezen, dat v==1, verkrijgen wij
juist dezelfde karakteristicke functie en storingsfunctie als die, welke
wij in Hoofdstuk II, § 1 behandelden., Daar men mag aannemen,
dat o klein is tegenover het aantal trillingen van den staaf in eene
seconde, en bij deze proeven p—g wederom zeer klein ten opzichte
van y was, wordt dus fen opzichte van de draaiende codrdinaten-
assen de beweging van het waargenomen punt bepaald door de con-
structie (C) in Hoofdstuk 1I, § 2. De bewegingsvormen in de
volstrekte beweging volgen elkaar juist zoo op als in de betrekke-
lijke; maar zij hebben ten opzichte van het volstrekte rustend cobr-
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dinatenstelsel eene andere ligging. Men vindt deze, wanneer men
de lengten in de constructie (C) niet van uit het punt P meet, maar
van uit een punt, dat zich uit P over den lengtecirkel met de gelijk-
matige snelheid — 29 voortbeweegt. Is nu, gelijk in de bedoelde
proeven, ¢—p zeer klein ten opzichte van ¢, dus volgens (115)
Tgd zeer groot, zoo is de hoek 90~vd in de constructie (C)
zeer klein, en vallen de lengte- en de tijdcirkel nagenoeg samen; bij
de verschuiving van den Kkarakteristicken cirkel verandert de hoek

90" 4 [i] ——(ﬁd’— 24, die den vorm der slingeringskromie be-

V Cos? ¢

paalt, slechts zeer weinig; en verschuift het knooppunt van den ka-
rakteristieken- en den lengtecirkel nagenoeg met de snelheid — S—p;,;:/—d’;
de afstand van dit knooppunt tot het denkbeeldig punt, dat uit P
met de snelheid —29y over den lengtecirkel loopt, (en de ligging
van de vaste codrdinatenas ten opzichte van de bewegende voorstelt),
verandert derhalve slechts zeer weinig. Dus blijven vorm en ligging
der volstrekte slingeringen tamelijk onveranderd.

Wanneer de verdecling van de massa’s om de as niet gelijkmatig
is, zijn er twee richtingen loodrecht op elkaar, waarin bij dezelfde
snelheid van afwijking de levende kracht ecn maximum of ecn mini-
mum is; en wanneer men deze richtingen als xy-assen uneemt,
heeft zij in ’t algemeen den vorm

T=vl:;;,»’-|-w,3/.,’,
waar v, en w, van de verdeeling der massa’s afhankelijke standvasti-
gen zijn, wier verschil bij FoucaurLr’s proeven met 5 vergeleken
slechts eene kleine grootheid was. Wanneer de hoofdrichtingen voor -

de veerkracht met die voor de verdeeling der massa’s samenvallen,
wordt de krachtfunctie

U= —f (ot 4020
de storingsfunctie blijft
L=v,y(®,y,—yz.)
Men brengt dit geval tot het vorige terug door de substitutie
' v v
vyt =v,9,"% ¢* w-—fl=q 3

dus vindt men de bewegingen in dit geval uit die in het vorige,

wanneer men voor g—p, o (IQ;VL%L -1) neemt, en elke slingerings-
1
b*
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kromme met het oogenblikkelijk codrdinatenstelsel der #, y in de ver-
houding Vo,: Vw, in de richting van de y-as uitrekt. Omdat deze
verhouding slechts zeer weinig van 1 afwijkt, heeft dit slechts eene
zeer kleine verandering in vorm en ligging der slingeringskromme
ten gevolge. Dus blijven weer vorm en ligging der slingeringskrom-
men in de volstrekte beweging nagenoeg onveranderd.

Terwijl in het vorige de juiste verklaring der proeven van Fou-
CAULT over slingerende staven gezocht moet worden in de, mnagenoeg
met de proeven overeenstemmende, onderstelling dat de hoofdrich-
tingen voor levende kracht en veerkracht samenvallen, blijkt er
tevens uit, dat eene menigte andere opmerkelijke verschijnselen zich
bij andere waarden van ¥ en ¢--p vertoond zouden hebben.

82. Eindelijk kan het meest algemeene geval, dat nl. de verdee-
ling der massa’s zoowel als de weerstand der veerkracht tegen buiging
in verschillende richtingen verschillend is, en de hoofdrichtingen voor
de veerkracht en voor de verdeeling der massa’s niet samenvallen,
tot elliptische integralen worden teruggebracht. Noemen wij de hoofd-
richtingen voor de levende kracht weder @, y, die voor de veerkracht
o'y 9, zoodat

U =—4(pa."" +qy."%)
is; nemen wij verder tusschen de z,, y, en de ., y,’
x,)=x, Cosy+y,Sny, y,'=y,Cosd+ 2, Sind
als vergelijking aan; dan wordt

—QUCD =ptp, ¢yt (p—9)Sin2d.2,y,,
Pr=pCos*y4¢q8in*y, ¢?=gqCos*y+pSint.
Neemt men weer aan, dat het punt, welks coérdinaten «, en y,

wij nagaan, zoo op de as van den staaf gekozen is, dat v ==1; en
maakt men weer gebruik van de substitutie

waar

7,

v
P "g 18 e ot 1,
Wy t=0y."% grP=q?—;

»
zoo wordt de karakteristicke functie voor ons vralagstuk

e 24y +ir e+ 1y (p—g) Sin2de, Y, — L.

Wij moeten dus nu, om dezelfde ongestoorde beweging als in
n° 31 te verkrijgen,

F(p—9)Sin2d.2,y, -1 =38,

als storingsfunctie beschouwen. Volgens (98) en (96), en omdat men
van 2 Sinp't', Sing''¢" slechts Cos T'y.in aanmerking behoeft te nemen,
wordt
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_ 92 -
8= [%%Sin2¢.0081'0+—; SinTo:I V—a,)7,,

en 1= ”—4'179 Sin 2y stellende, weer met (100)
4
de’ — — 9 \NT QA —2)(y Cos T,—18inT,y),
dt
aT,
=g+ ( Sin Ty+ 1 Cos T)).

Wij voeren nu nieuwe coordmaten £",, ", in, door

£, =w, Cosyp—y,Sinbp, n", =y, Cosdp+x, Sinip,

met de x,, y, verbonden, en brengen £, en %", in den vorm
g, =Ver(—d)Cospt”, »",=V\ 2%d Cos(pt" +9);

zoodat de elementen o’ en & in plaats van 2’ en T, komen.

Met o = (1—&') Cos® Y+ &’ Sin® Yy — Sin 24y Cos Ty V &' (1 —2'),
en Vo' (1—d') Cos =8(1—24') Sin2 Yp+ 2 V(I —&") & Cos 2 Cos T,
volgt dan uit de gevonden differentiaalquotienten van &’ en T,

% =—2y V d(1=a")Cos& —SinT, \ &'(1—2')((¢"—p) Sin 2 Yy—1 Cos p).
De laatste term valt weg, wanneer wij de nieuwe assen zoo kiezen,

dat Ty2hy= jp,; met f= VI (@ =",

en omdat volgens zijne meetkundige beteekenis

2V (A —2)d SinTy=2 V (1—a")d Sin &
is, wordt verder

a(v( l— a' Sin F)

=2(01—24')l4+2VA—2)d CosTy(g"—p) =
=27 Va(1—d) Cos 9.

Hieruit blijkt, dat de veranderingen der nieuwe elementen door
vergelijkingen van geheel denzelfden vorm bepaald worden, als wan-
neer /= 0 was en dat dus de bewegingsverschijnselen ten opzichte
van deze nieuwe assen weder die van Hoofdstuk II, maar met de
standvastige /' in plaats. van ¢g—p zijn, tot dezelfde uitkomst zou
men gekomen zijn door terstond de codrdinaten £"; en %"; in de
karakteristicke funclie in te voeren; wij hebben echter deze afleiding
gekozen om uit te laten komen dat de differentiaalvergelijkingen voor

z en T, ook wanneer men voor de codrdinatenassen niet de symme-
trieassen kiest, denzelfden vorm behouden.
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§ 2. Onecindig kleine bewegingen van een lickaam, dat zick oryg om
een punt bewegen kan, wanneer ket aan de zwaartekracht
onderworpen is, en men van de draaiing der aarde afziet.

33. Dit vraagstuk levert eene tweede toepassing. Voor het geval,
dat het lichaam een omwentelingslichaam is, welks zwaartepunt in
zijne as valt, is de beweging ook voor eindige amplituden bekend, en
reeds door LAGRANGE behandeld en door LoTTNER !) tot elliptische
functién teruggebracht. Ligt het zwaartepunt wel op een der traag-
heidsassen, maar zijn de drie traagheidsmomenten allen ongelijk,
700 is om het vraagstuk in eindigen vorm te kunnen oplossen reeds
de onderstelling noodig, dat de snelheden oneindig klein blijven
(zie echter § 6). Dan geven §1 en § 2 van Hoofdst. II weder een
helder inzicht in de wetten der beweging; dit blijft ook bij wille-
keurige ligging van het zwaartepunt het geval; het beginsel dier toe-
passing blijkt echter voldoende uit het gestelde meer eenvoudig geval.

Nemen wij twee codrdinatenstelsels met den oorsprong in het op-
hangpunt van den slinger aan, een vast in de ruimte, dat der u, v,
w, en een vast met den slinger verbonden, dat der £, %, & Laat
beide linksch (zie n°. 2), en verder zoo gekozen zijn, dat de 4 w-as de
naar beneden gerichte verticaal is, de £, », (-assen de hoofdtraag-
heidsassen voor het ophangpunt zijn, en dat zij in den evenwichts-
stand van den slinger met de w, v, w-assen samenvallen. De lig-
ging van den slinger willen wij dan als volgt bepalen: men draaie
het £, v,  systeem links om de Z-as, totdat de £-as met zijne oor-
spronkelijke ligging den hoek p insluit, dan om den nieuwen stand
van de £-as wederom @ naar links, en eindelijk om de %-as, in den
stand, welke zij nu verkregen heeft, eveneens 6 naar links, Dan is

w=ua, £+ asntayl,
v=L E+Ban+B:Cp ... ... (151)

v=y1E+y.n+v:¢,
wanneer

&y = Cos.Cosp—Sin®d.Sinb.Sinp, =z, =—— Cos@.Sinp,
ey == 8inb.Cosp+ Sin@.Cost. Sinp,
By = Sind.Sinb.Cosp+ Cosd. Sinp, B.= Cos.Cosp, (152)
Bs=~—Sin®.Cosb.Cosp 4 Sinb. Sins,
1 =—Co0s.8inb, y,==8nd, y,== Cos¢.Cost.
Hiernit volgen de ontbondenen p’, ¢’, 7' der draaiingssnelheid van
den slinger, volgens de oogenblikkelijke richtingen van de £, v, Z,

1y Creiie, Bd. 50.
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P = Cos? @ -Sifze.fa.scpt—l—p s
dt
q’——dt+8n¢ ..... (153)

te Q2 ’ dp
= Sméﬁ +CosG.Cos¢dt

Verder wordt de uitdrukking van de levende kracht 7', volgens
(20), wanneer P, @, R de traagheidsmomenten om die assen zijn,

T=3(Pr*+ Q" +Rr") =} [(1.1)(%)2-»(2.2) (g‘i)+

ap d dy d
+3- 3)( > +20 )df d: +20 3)did;] (154)
waar (1.1) = PCos*b6 4 RSin*6,
@.9)=9,

(3.8) = (PSin" 6+ RCos8§)Cos* P+ QSin*P,} . (155)
(1.8) =(3.1) = (R—P)Cost. Sint.Cos®,
(2.3) =(8.2) = Q Sin¢.
Volgens (24) is
i(l.l),O,(1.3)[
D=10,(2.2),(2.3) =(1.1)[(2.2)(3.3)—(2.8):]—(1.3)*(2.2); (156)
(3.1),(3.2),(3.3)
D=PQRCos*Q,
3D

STy = QP Sin* 0+ R Cos™ 0) Cos* 9, \
0

ﬁ%.)=(2.3)(3.1)—-(2.1)(3-3)=

=Q(R—P)Sin®d.CosP.Sind.Cosd,

N

BE2D2)= Q8in> @ (P Cos*d 4 RSin* )+ PR Cos* @,

. (157)

2D

5@ = QP Cos* 0+ ESin'0),

5(911.)3)=Q(P—R)0086.Sin9.(]08¢,
2D in* 0) Si

sy = — QP Cos* 0+ BSin’ 0) 809, J

en wordt de karakteristicke functie van het stelsel (zie n°. 4) vol-
gens (30)
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__P8in*04 RCos*t 1 I’ 003’9+RSm ] .

2PR
PCos*b+ RSin*6 ,  (B-P)Cost.Sink
T pmame T R WOnnt
PCos?b+ RSin%b P—R \ 23
{ 5 lap WPt s Gt Sty | B (158)
waar nu p—-a-Tp—-aT _or
1 a:-p’ 2-3.9’?3—3;'

De krachtfunctic is, wanneer met M het product van de massa van
den slinger, den afstand van het zwaartepunt tot het ophangpunt en
de versnelling der zwaartekracht aangeduid wordt, U= M Cos.Cosb;
dus is voor oneindig kleine waarden van p,, p,, p;, ¢ en 6, en
wanneer geen der traagheidsmomenten oneindig klein ten
opzichte van de beide anderen is, — welk geval wij in deze §
uitzonderen; — de karakteristieke functie van het stelsel, tot op groot-
heden van de derde orde,

- Pt P’ £ - }&.

B = 4 b p b (1=F) oo | 22,

en de karakteristieke functie voor dit vraagstuk (zie n°. 4)
H=1H, —U=E+ S,,

wanneer E_J" + Q+ B q)‘+——6*--M,...(159)

d
en mot 21— ¢ Py 98

P T dt’ @ —di’
— a9 a7 ps
8, = [(P—-R)G L ;ﬁ] B (160)

S, mag, ofschoon van de derde orde zijnde, nict altijd tegen de
grootheden van de tweede orde verwaarloosd worden, daar het in
sommige gevallen in verloop van tijd eene merkbare verandering ge-
ven kan; wij zullen het dus als storingsfunctic beschouwen. De ge-
deeltelijke differentiaalvergelijking, die met £ overeenkomt, behande-
len wij nu als in § 1, lloofdst. II; wij nemen

ST =Py

ap

eene nieuwe willekeurige standvastige, zoodat dus p; =p,, en
schrijven
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2
¥ _._i»-—é-l—e ............ (161)

dan is, bij invoering van overeenkomstige «,, ,, + en van eene
nieuwe willekeurige standvastige p,,

AV =—hdt4p,dp+ V2QVa,— L M9 db+ V2P Vil —e,— L MPTdP

en het stelsel van canonische integralen

o= \/ Smpt' 9__.\/ ——“Smgt'

) d
p:—pl-l-(t—ﬂ')—R?- met pazRﬁ—_—_po,

- —_— (162)
pr=V\2PW —a,)Cospt’, p, =\ 2@z, Cosqt', p;=pq,

stellende

M M, .
p_\/P, q_...\/@, ' =t—7, "=t—7—p,.

De storingsfunctie §,, in de elementen uitgedrukt, wordt dus

S, = 2P° [(P R)p Sin qt".Cospt'— Qq Sinpt'. Cosqt"] \ (k' — zg)zg-

In Sz komt p, niet voor, en daar volgens (17)

clpo — BS,
aPn
blijft in de gestoorde beweging p,, en dus ook% , standvastig.
Ter bepaling van p, als functie van den tijd dient
08, _  dp,
fpe  diE

Bij deze differentiatie verkrijgt men grootheden van de tweede orde,
zoodat men ook p, als standvastige beschouwen mag; dan echter
hebben p, en p, voor de oplossing van het vraagstuk geene andere
beteekenis meer, als dat zij de ligging van het coordinatenstelsel be-
palen, ten opzichte waarvan op elk tijdstip de ¢ en § door de an-
dere vergelijkingen worden bepaald.

Dergelijke beschouwingen als in § 1, Hoofdst. II bewijzen, dat
van S, slechts

Yo [- LY Snpr—ge) | VE=a0m
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in aanmerking komen kan; zoodat met (95)

9P—R —_—
s, =% T Sin Ty —zg) s
of s, _&;—Bd“ SinT, V& —ag)zg + + « - - (163)
< VERM 4

Deze 8, heeft dus voor het vraagstuk slechts dan beteekenis, wan-
neer P en @ nagenoeg gelijk zijn; is dit niet het geval, dan geeft
(162) (Lissasous’ figuren ten opeichte van het door p, enp, bepaalde
draaiende codrdinatenstelsel) terstond de volledige oplossing.

Om deze ook aan te geven voor het geval, dat P en @ nagenoeg
gelijk zijn, leggen wij door het punt w=—= VP, «==0, v =0
op de w-as een horizontaal vlak, en beschouwen de beweging van
het snijpunt van de bewegende Z-as met dit vaste vlak. Wanneer op
een bepaald tijdstip eene oneindig kleine draaiing van den slinger
om de £-as, wier ligging op dit oogenblik door p wordt bepaald,
plaats vindt, beweegt dat snijpunt zich in eene richting, die wij
als cotrdinatenas der x in dit vlak zullen beschouwen. Vindt daar-
entegen op hetzelfde oogenblik eene andere draaiing § plaats om de
y-as, bepaald door de waarde van p op dat oogenblik en door ¢ =0,
zoo zal zich het snijpunt van de &-as met dit vlak in eene richting
loodrecht op die' der x bewegen, die wij als codrdinatenas der y zul-
len nemen. Wij hebben zoo een codrdinatenstelsel verkregen, waarin,
ten opzichte van de + w-as, de y-as links omgaande op de z-as
volgt; dat tot oorsprong heeft de ligging van het beschouwde snij-
punt bij =0 en § = 0; en dat om de +w-as met de snclheid
gt— draait.

De vergelijkingen

1
X, :% V' QR - ay)Sinpt', «"/‘=—9- \/2“0 Sing ¥,

oo . {164)
TS, = %- Sin Ty N (W —a,)y ,
, _2P—Rdy
waar = ——W g? © e e e e e e e e (165)

gesteld werd, drukken de beweging van het snijpunt van de Zas
in zijne beweging met den slinger ten opzichte van het om zijn oor-
sprong draaiende codrdinatenstelsel der xy uit, en zijn dezelfde
als de in § 1, Hoofdst. II behandelde, wanneer men aan y de
waarde " geeft.
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Om de volstrekte beweging te kennen, waarin dezelfde slingerings-
vormen, maar anders gelegen, voorkomen, moet men in de over-
eenkomstige constructie (C) de lengte van het knooppunt van den
karakteristieken- en den lengtecirkel meten van uit het punt, dat zich

met de gelijkmatige lengtesnelheid —-2d—t uit P over den lengtecir-
kel voortbeweegt.

34. Bij dezelfde waarden van % enp - ¢ nadert " tot het grensge-

2P
val ¢/ = 0, wanneer

kleiner wordt, of wat hetzelfde is, de

gedaante van het draaiend lichaam meer en meer tot die van eene
cirkelvormige schijf nadert.

Beschouwen wij eerst dit grensgeval.

Men neemt dan ten opzichte van de axy-assen de figuren van
Lissajous waar. In de volstrekte beweging zou men dus dezelfde
slingeringsvormen elkaar zien opvolgen, maar de groote as van die

2 do . . .
krommen zou op elk oogenblik d—’;t in den zin van de beweging

verschoven zijn, wanneer men bij het begin der waarneming ¢ — 0
stelt; de vorm der ellipsen wordt bij aanvankelijk vlakke slingerin-
gen bepaald door #,, het azimuth der beginslingering ten opzichte
van de gelijktijdige projectie van de iraagheidsassen van het ophang-
punt, (de xy-assen in hunne ligging bij #=0); en de maximum-
verhouding van de kleine as tot de groote is Tyx, of Colyx,, al
naarmate de figuren zweven om de z-as of om de y-as. Het ge-

bied, dat de groote as der ellipsen in den zin van % doorloopt ,

wordt dus uitgebreid; en de hoek, wiens tangens de maximumassen-
verhouding aangeeft, is in deze onderperiode kleiner dan de halve
hoek tusschen de oorspronkelijke en de eerstvolgende regtlijnige slin-
gering. Het gebied, dat in tegengestelden zin wordt doorloopen,
krimpt in; de ellipticiteitshoek is in deze onderperiode kleiner dan de
halve hoek tusschen de oorspronkelijke en de eerstvolgende rechtlij-
nige slingering; zij is dus gedurende deze onderperiode kleiner dan
volgen zoude uit den hoek van hare begin- en eindslingering. Ja,

wanneer \/ ( F t) \/(p 9)" — "2z, is, ligt dit gebied geheel aan
L

de tegengestelde zijde van de beginslingering, als waar het gebied,
dat met deze onderperiode in de figuren van Lissajous overeenkomt,
vallen zoude. '
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Zooals in dit onbereikbaar grensgeval de opvatting van de be-
wegingsverschijnselen als draaiende figuren van Lissajous het hel-
derste inzicht er in zou geven, zal men in ’t algemeen, en in
't bizonder voor ’t geval, dat R ten opzichte van P klein en

dus ¢’ nagenoeg % is, de bewegingsverschijnselen het best overzien

door ze op te vatten als ontstaan door draaiing der in § 1 en § 2

door mij beschreven figuren om eene as loodrecht op hun vlak.
Komen bijv. abnormale perioden voor, zoo wordt hun gebied groo-

ter; terwijl het gebied der normale perioden, die immers met eene

snelheid grooter dan g— doorloopen worden, geheel valt aan de

zijde tegengesteld aan o ligt het gebied van de abnormale perio-

at’

. . dp - .
den weder in den zin van Zﬂ hier overheen, en eindigt aan die

. d Ci s
zijde van de oorspronkelijke slingering, waarheen 3% gericht is. De

eindslingering is dan (zie (126))
dp ) 2x
T (-
van uit de oorspronkethe ligging verschoven, of, omdat volgens
(165) en (115)

— Cos ',

9P—Rdyp ,
¢ g7 =) Iy¥
. 2P '
is, ry RSm\p

. . d
in den zin van —P.

dt
Komen geen abnormale perioden voor en beweegt dus de groote
as steeds in dezelfde richting verder, zoo valt ook aan het einde van
de geheele periode de slingering in het azimuth

2P .,
x (1—21’—13 Sin g >,
dp

van de oorspronkelijke slingering uit in den zin, die aan 7

tegengesteld is, gemeten.
§ 8. Behandeling van hetzelfde vraagstuk met inachineming van
de draaiing der aarde.

85. Deze levert eene derde toepassing. De karakteristicke functie
is daarbij samengesteld uit die van het stelsel, uit de negatieve
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krachtfunctie der algemeene aantrekkingskracht ten opzichte van het
in de aarde vaste stelsel der #, v, » in zijne oogenblikkelijke lig-
ging, en volgens (63) uit
L 9L 1 93D
— (I(+L+ e—pz35l Em).

In ne. 36 zullen wij bewijzen, dat dit eenvoudig —(K+ L) is. K,
G en L moeten volgens (6), (7), (9) bepaald worden uit de bewe-
ging van het ophangpunt, » =0, v = 0, w = 0, met de aarde, en
uit de draaiing der #, v, w-assen met de aarde om het ophangpunt.
De in n° 2 aangegeven beteekenis van G en L stelt ons in staat
hunne uitdrukkingen voor dit geval terstond neer te schrijven. Zijn
@, B, ¥ de componenten van de draaiingssnelheid der aarde volgens
de £, v, Z-assen in den stand, die zij op het beschouwde tijdstip
innemen, zoo is namelijk

L="Ppua+tQsb+ Rr’y,} _ (166)
2G =Pa>4 QB2+ Ry2. |~

Is verder UC*> de krachtfunctie van de algemeene aantrekkings-
kracht op den slinger, zoo is de ScHERING’sche krachtfunctie in de
betrekkelijke beweging ten opzichte van het in de aarde vaste stelsel
der u, v, w, UC“24+ K+ G+ L, volgens (10). Voor elke ligging
van den betrekkelijk in rust verkeerenden slinger wordt de kracht,
die er op werkt, bepaald door de krachtfunctie UC*? 4 K4 G; dit
is dus de krachtfunctie der zwaartekracht. Beschouwt men de zeer
geringe draaiingssnelheid der aarde als klein van de eerste orde, en
kiest men als w-as den evenwichtsstand van de verbindingsiijn van
zwaartepunt en ophangpunt; zoo wordt deze krachtfunctie, tot op
grootheden van de tweede orde, nauwkeurig door M Cos¢.Cosf uit-
gedrukt. Ook G kan als grootheid van de tweede orde verwaarloosd
worden, Dus blijft voor de karakteristicke functie

E4 8—L—MCosd.Cost.

Hierin is bij oneindig kleine amplituden, en de ontbondenen der
draaiingssnelheid van de aarde volgens de assen der #, v, w, met
@us By, Y aanduidende,

1= P(5F =0 25) {ou Conp B0 Sins ~b70} +
+Q(dt+¢ ){ wu Sinp+ By Cospt Py} +
+2(0 52 4 2 {6Corp-+ 9 Sing)an+ Sing = Gop)Bo 70} 16T)
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Wij schrijven dit in den vorm:

dh dah
L=1L,, dt+L°2 dt‘i'Los +L”¢dt+L”¢%+L“eﬁ+

d
$L,0% 42,02 41,692,
waar de Lg,, L,, enz. geene andere veranderh,]ke dan p bevatten,
en van de orde van de draaiingssnelheid der aarde zijn; en ontbinden
de karakteristicke functie in

E’=E—-141".7‘ﬁ1 I'é’ﬁz %Ps—%%—lﬁs@—
—%a—aﬁﬂl’sa"‘% g Ps3b,
§ =38, -_L.zq)%—i—fma‘%, . (168)
en S"_L,.¢‘l¢+z,2 “+L”¢"” b Tya Z‘;_
_13(31;“4”" MM )

zoodat

H::E’-l— S - 5'.

De oplossing van de gedeeltelijke differentiaalvergelijking, die met
E' (168) overeenkomt, kan men tot op grootheden van de tweede orde
ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde, zooals door uitvoe-
ring der differentiatie blijkt, terugbrengen tot de bepaling van 7 door
(159), wanneer men de overeenkomstige functie hier 77 en

=V 4 Loy P+ Loa b+ Lose
stelt. Deze functie levert weer dezelfde canonische eindintegralen;
voor de p,, p,, ps, die wij hier een oogenblik met p,’, p,’, 2,
aanduiden zullen, terwijl wij voor de vroegere waarden dezelfde
schrijfwijze behouden, vindt men echter

2 =p1+Loys py'=pstLos,
2 =ps+Los+
_+¢BL“+03L“+ BI;.}3

overeenkomstig de beteekenis, die p,’, p,’, p,’ (ZIB 86) nu hebben;
0T oL
-
°90 29

" oT . ,
want, terwijl p, == 3—5 is, wordt p, =
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Voor de storingsfunctie komen, daar wij overal de tweede machten
van de draaiingssnelheid der aarde verwaarloozen, deze verschillen
niet in aanmerking. Behalve S, zijn de termen, die L,, en L,,
bevatten, de eenige van S en S, die gedurende langen tijd het-
zelfde teeken vertoonen, en blijft dus alleen 8 in aanmerking te

nemen. In de L,, enz. (vergel. 167) komt p —= —p + Doty
0 i R

voor, maar niet in Z,, en L,,. Daar echter deze alleen in de
storingsfunctie overblijven, en, volgens n® 33,

98 08

w— =0 en =—==20
900 90, ’
95 08
ij — =0, ===0
blijft, wegens TR Y s
dPl . dp,, p—
volgens (17) ook i 0 en 7 =0

dus p, en p, standvastig. Volgens (167) is

Ly, =Qvws, Lyy=(—P+R)yy;

, do s
dus S::Sz-i-y,(,[(P-—R)e-d—t—-QcP%:l;
en deze grootheid onderscheidt zich van de S, in het vorige vraagstuk
(zie (160)) slechts daardoor, dat in plaats van

d dp

75 sy Yt ﬁ
optreedt.

Voeren wij weer heta, y stelsel van het vorige vraagstuk in, zoo
wordt de beweging van het snijpunt van de Z-as met het wy-vlak,
ten opzichte van het @, y stelsel, door de constructie (C) gevonden,
wanneer men voor ¢ de waarde

w__%P—R dp
7.—--—2—1_.)—(7,0-*-;17) ......-..(169)

(vergelijk 163) neemt. Om nu de betrekkelijke beweging ten opzichte van
de aarde te vinden, moet men opmerken, dat de #, y om de loodrecht
op hen steande w-as, ten opzichte van het #, v, w stelsel, met de
snelheid g% draaien; men verkrijgt haar dus, wanneer men in de met
o" uitgevoerde constructie de lengten telt van wuit een punt, dat

met de snelheid — 2 g—% over den lengtecirkel van uit P voortbeweegt.
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36. Wij zullen nu zien, hoe bij een lichaam, dat vrij om een
punt drasien kan, de storingsfunctie van de tweede orde voor de
betrekkelijke beweging, die van de voorwaardevergelijkingen van het
bewegende stelsel afhangt,

BL 0L 1 oD

agr Bg D(r.s) —G@=0
wordt (zie ne. 9).
Volgens (166) is L=—=_Pp'a+ Q¢ B+ Rr'y,
en volgens (153)

E-L—_PCoaéw-}—RSznéy,
Lo

)/

— =Q8

2o

oL

B—-_RCosé CosQy — PSind.CosPea-+ QR Sind.
P

Vormen wij nu, met behulp van (157) en (156),
0L 3L 3L 1 * D
r b B IL AL LI
dLAL 3D * 9D 0L 3L 3D
T35 24 20 9(1.2) +(aa) IRy 26 0 9(1.3) 1. T
S D R 0Dy
Y] apa(Z.S) 0(3.8)
De coéfficient van ? tusschen de haakjes wordt
P} Cos*(PSin® 84 RCos*0)QCos* P+ P? Sind.Cos® P(PCos?b + RSin?6)Q+
4 2(R~P)QP? Sin*4. Cos?§. Cos* ¢ — P* QR Cos* P;
de coéfficient van 2
Q*(QSin*@ (PCos*8+ RSin*6) + PRCos*®)+(PCos* b+ RSin*t)Q? Sin® P —
—2 Q3 Sin® (P Cos* b+ RSin? b)) = Q* PR Cos* P;
de cotfficient van g2
’R’Sin’G.Q(PSiu’d-l-RCoa’é)Ooa’qb +Q(PCos* 8+ RSin*8)R* Cos8.Cos* P +
4 2(P—R)R* Sin®8.Cos? 8, Cos* = P QR? Cos* P;

de cogfficient van
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—2PQ? Sinb. Cos.Sin®{ PCos* 4+ RSin®6) 4 2Q PSinD(R - P)Cos*$.Sin$. Cos P+
+2PQ*8ind. Cus* § (P—R)Sinb.Cosd+
+2PQSint.Cos.Sin (P Cos* § 4+ R Sin?6) =0,

de coéfficient van By
2Q* RCosY.Cos . Sin(P Cos® b+ RSin §)+ 2RQ? Sin®0.8inP(R - P)Cosb. CosdP+
4+2Q*RSin®d.Sin*6(P—R) Cosb. Cos d—
—2Q% R Cosb.Cosd.SinP(P Cos® b+ RSin?6) =0,
de coéfficient van zy
2PQRSint. Cosd (P Sinb + R Cos? §) Cos* P —
—2PQRCosl.Sinbh.Cosd (P Cos§ + RSin® )+
4+ 2 PR Cos? ¢ (Cos* 6 — Sin® ) (P—R)Q Sinb . Cosd — 0.
Dus komt voor
»x 13D 3L L
D) g dg,
__P'QRCos*¢.a? + PQ* RCos* §.8* + PQ*R Cos*.y* _
- 2PQRCos*® -
=}(Pat+ 0B +Ry) =6,
met (166) en zooals onmiddelijk uit de beteekenis van G (zie n". 2)

volgt, waarmede het bovenstaande bewezen is.
37. Het voorgaande geeft aanleiding tot eene

Opmerking over de betrekkelijke beweging aan het aardopperviak van
een lichaam, dat om zijn zwaartepunt vry dracien kan, terwijl
dit door de aarde in hare beweging wordt medegevoerd.

Volgens n° 36 wordt de storingsfunctie bij zulk een lichaam —Z;
en is de oplossing van H, =4, d.1i. de ongestoorde beweging geheel
bekend ; onder de integralen behoort p, = standvastig — 5, en met
(1568) en (155) vindt men gemakkelijk, dat

Py =Py + Q7 v+ Rr'ys =1,
de bekende integraal der perken om de w-as is. Neemt men nn
de w-as aan ’t aardoppervlak evenwijdig aan de aardas, zoo kan men
volgens de beteckenis van L (zie n° 2) terstond neerschrijven
—L==7ups=—%wbo-

Deze hoogst eenvoudige storingsfunctie bewijst, dat alleen het met
6
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po tot een canonisch stelsel sam.engevoegde element nl. —p; eene
functie van den tijd wordt; en wel, dat

d
:;t—‘-: Yws P -_"[Pl]z:o + 9wt

’7‘
Daar de integraal ;-PV = —p,;, wegens de integraalaa—P —=p, =
0

= p,» noodzakelijk den vorm
—p, = p + functie der andere elementen en van den tijd

aannemen moet; en daar eene verandering van p eene draaiing van
het w, v, w-stelsel om de w-as aanduidt, is de beteekenis van deze
vergelijking, dat de beweging ten opzichte van dit #, v, w-stelsel,
met de snelheid - y,, om de w-as draaiiende gedacht, geheel als in
een vast stelsel plaats heeft. Aan Bour!), die deze uitkomst op eene
weinig van de onze verschillende wijze vond, was zeker ontgaan,
dat zij vroeger reeds in meer sierlijken vorm door BAEHR was mede-
gedeeld 2), nl. als volgt.

Alors d’aprés ce qui précéde le mouvement du corps peut se
définir de la maniere suivante:

pAutour du centre de rotation placez Dellipsoide central dans sa
position initiale et par ce centre menez une ligne paralléle a 'axe
de la terre. Ayant pris deux longueurs dans le rapport de la vitesse
angulaire de la terre & celle de la rotation initiale, portez les, a
partir du centre de rotation, la premitre sur cette ligne, dans un
sens tel qu’elle soit I'axe d’une rotation de méme sens que celle de
la terre, la seconde sur I’axe de la rotation relative initiale; ensuite
achevez le parallélogramme dont ces deux lignes sont les cotés. Par
le point de rencontre de la diagonale de ce parallélogramme et de
la surface de Vellipsoide, menez un plan tangent & Dellipsoide, et
du centre de la rotation abaissez une perpendiculaire sur ce plan.
Supposez que le plan tangent soit invariablement fixé au plan, qui
passe par cette perpendieulaire et la ligne, qui est parallele & 1’axe
de la terre; alors Dellipsoide roulera sans glisser, sur le plan tangent,
avec une vitesse angulajire autour du vayon vecteur du point de
contact, proportionelle méme & la longueur de ce rayon, tandis qu’en
méme temps le second plan, gui entraine le plan tangent, tourne
autour de la ligne paralléle & P’axe de la terre, en sens contraire de
la rotation diurne, et avee la vitesse angulaire méme de cette rotation.

1y LiouviLLe, 2 Sér., Vol. 8.
%) GrunErT, Archiv, Band 24 (1855),
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Le rapport de la longueur, qui représentera la vitesse angulaire
de Dellipsoide, autour du rayon vecteur du point de contact & la
longueur méme de ce rayon est constant, et sa valeur est déterminée
au commencement du mouvement par le rapport de la diagonale du
parallélogramme au rayon vecteur avec laquelle elle coiucide.”

Hoe eenvoudig nu de analytische afleiding van deze uitkomst in
het voorgaande is geworden, uitgaande van de betrekkelijke beweging
in het draaiend cobrdinatenstelsel, schijnt mij volgens de opmerkingen
n n° 1 toch, dat beide geleerden een onnoodigen omweg gemaakt
hebben, door deze als uitgangspunt voor de oplossing van dit vraag-
stuk te nemen. Immers, wanneer men begint met zich de volstrekte
beweging als gevraagd voor te stellen, ziet men onmiddellijk, dat
de voorwaardevergelijkingen voor de beweging van het stelsel we-
zentlijk vereenvoudigd worden, door, in plaats van een vast stelsel,
een te nemen, waarvan bij evenwijdig verschuivende assen de oorsprong
steeds in het ophangpunt blijft, omdat de voorwaardevergelijkingen van
de plaats van dit punt wezentlijk afhangen; van de beweging dezer nieuwe
cotrdinatenassen kan men (volgens n°. 2) steeds afzien, wanneer men
de krachtfunctie X in rekening brengt, die echter voor een lichaam,
welks zwaartepunt en ophangpunt samenvallen, tot 0 (zie (6)) wordt.
Daardoor heeft men het vraagstuk der volstrekte beweging terugge-
bracht tot dat van een lichaam, hetwelk in een volstrekt vast coor-
dinatenstelsel om een vast punt draait; en vindt men de betrekkelijke
beweging door codrdinatenherleiding, terwijl men daarbij onmiddellijk
de meetkundige voorstelling van BAEHR aansluiten kan.

Daaraan heeft Barar eene andere opmerkelijke gevolgtrekking
geknoopt, nl. ,il suit encore du résultat trouvé, que si 'on n’im-
prime aucune vitesse & un corps dont le centre de gravité est le
seul point qui reste fixe par rapport & la terre, ce corps ne resterait
en repos relatif que lorsque I'un de ses axes principaux d’inertie
coincide avec la ligne paralléle a l’axe terrestre.” Nog eenvoudiger
volgt dit terstond uit n®. 2, waar voor de krachtfunctie voor zulk
een lichaam slechts G overblijft, wanneer men in aanmerking neemt,
dat de krachtfunctie voor een evenwichtsstand aan het kenmerk voor
maxima en minima moet voldoen, en dat G volgens n° 2 bij ver-
schillende standen van het lichaam telkens evenredig is aan het
kwadraat van het stuk, dat door de centraalellipsoide van het lichaam
afgesneden wordt op de lijn, die door het ophangpunt er van even-
wijdig aan de draaiingsas vau bet cobrdinatenstelsel getrokken wordt.
Verder kan men terstond aan de stelling van BarHR toevoegen, dat,

6*
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wanneer de as van 't kleinste of die van ’t grootste traagheidsmoment
aan de draaiingsas van het codrdinatenstelsel (de aardas) evenwijdig
is, dit evenwicht standvastig is; maar dat het wankelend is, wan-
neer de as van het middelste der traagheidsmomenten de richting van de
aardas heeft; daar de rusttoestand in de betrekkelijke beweging over-
eenkomt met eene draaiing om de traagheidsas, die in de aardas
valt, in de volstrekte beweging, en de assen van ’t kleinste en
grootste traagheidsmoment standvastige, die van ’t gemiddelde traag-
heidsmoment eene wankelende draaiingsas is.

Terwijl dit vraagstuk bij de aanname, dat de verandering in de
aantrekkingskracht der zwaarte in richting en grootte binnen de grenzen
van het lichaam verwaarloosd wag worden, de toepassing van de leer
der betrekkelijke beweging in een draaiiend coordinatenstelsel niet
vordert, wordt dit wel het geval, zoodra men overeenkomstig met
de werkelijkheid die verandering in aanmerking neemt.

38. De berekeningen in n°. 35 voeren eindelijk tot de belangrijk-
ste toepassing van Hoofdst. II, nl. tot

§ 4. Nieuwe bewijzen voor de aswenteling der aarde.

de
at
ééne bepaalde lijn in het horizontale vlak door het ophangpunt
draaien kan, en, wanneer de slinger in rust is, even als de £-as hori-
zontaal ligt; zoo komt dit overeen met het geval van een slinger,
die cardanisch aan twee messen opgehangen is, van welke er een vast
met de aarde verbonden is; en blijven de uitkomsten van n°. 385,
zooals wij in § 5 zullen zien, ook gelden voor oneindig kleine waar-
den van R ten opzichte van P en @, welk geval wij in § 2, en dus
ook in § 3, uitzonderden.

Met zulk een slinger heb ik de in Hoofdst. II beschreven ver-
sohijnselen proefondervindelijk nagegaan; de uitkomsten van dit on-
derzoek benevens eene meer elementaire afleiding der vergelijkin-
gen (A) en (B) Hoofdst. IT, worden in het proefondervindelijk ge-
deelte van mijne dissertatie beschreven. Was de aarde in rust, en
het verachil der traagheidsmomenten om de £ en de u-as zeer gering,
zoo zou het snijpunt van de verbindingslijn van zwaarte- en ophang-
punt, of der -as, met het #, y-vlak, bij oneindig kleine slinge-
ringen in dit vlak, de figuren van Lissajous voor twee hagenoeg
gelijke slingertijden beschrijven; en men kan door gepaste nieuwe
massa’s aan den slinger toe te voegen, het verschil der slingertijden

Stelt men namelijk p =0, = 0, zoodat de »-as alleen om
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in de beide richtingen, dus de periode IT dezer figuren, wijzigen en
bijv. tot twee uren maken.

Stellen wij ons nu voor, dat de slinger zoo in beweging gebracht
is, dat dit snijpunt van de C-as met het z, y-vlak aanvankelijk eene
rechtlijnige slingering maakt, voor welke de volgens Hoofdst. II, § 1 ge-
nomen hoek X ten opzichte van de x-as binnen de in n° 29 besproken
grenzen XP valt; zoodat de beweging van het waargenomen punt
(de draaiing der aarde in aanmerking nemende) tot de klasse B. 1I
behoort. De ongestoorde beweging zou dan twee onderperioden ver-
toonen van gelijken duur, begrensd door de rechtlijnige slingeringen,
die in de diagonalen van den rechthoek f = X, (zie n°. 30) vallen; de
slingeringskrommen zouden dezen rechthoek voortdurend aanraken; en
de tweede periode in het omgekeerd doorloopen van de eerste bestaan.
De beweging, die men aan het aardoppervlak waarneemt, onderscheidt
zich van deze ongestoorde in het bizonder daardoor, dat de ouder-
perioden verschillend van duur zijn, dat de ééne eene normale en
de andere eene abnormale is, en dat geheel verschillende den rechthoek
J =X, niet meer rakende ellipsen zich in beide perioden vertoo-
nen. Met een slinger van 1 meter lengte laat zich in twee uren de
draaiing der aarde door deze proef duidelijk aantoonen. Ook kan
men uit de waargenomen verschijnselen met behulp van de for-
mulen van het vorige Hoofdstuk de draaiingssnelheid der aarde be-
rekenen. Ik zal hier echter slechts het beginsel aangeven, daar
ik later de quantitative zijde van de proef, met nauwkeuriger in-
achtneming der proefondervindelijke omstandigheden, volgens de ver-,
gelijkingen (67) en (68) uitvoeriger behandelen zal. De methode,
die het meest voor de hand ligt, is den duur van eene geheele
periode IT te meten; waaruit met (126), als men nog ' kent,

\/;; volgt, die hier de waarde 21; }R V7w? heeft.

Ter bepaling van ¢’ kan men dan in de eerste plaats gebruik ma-
ken van (139) en (140); bepaalt men de hoeken, wier tangenten
met de maximumassenverhoudingen in de beide onderperioden over-
eenkomen, zoo is het verschil van beiden {'. Eene andere bepaling
levert de volgende opmerking.

Voor aanvankelijk rechtlijnige slingeringen is de bolvormige drie-

hoek van n. 20 bij # =0 rechthoekig; dus is volgens den regel
van NEPER

Sindy = Tg2X,.Cotg23 ........ . (170)
Daar de onderperioden in de verhouding van »—23 en 23 tot
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elkaar staan (3 in een der beide eerste quadranten nemende), kan
men ' vinden door, behalve den duur van de geheele periode den
tijd, waarna oorspronkelijk rechtlijnige slingeringen voor de eerste
maal weder rechtlijnig worden, — dus den duur van de eerste on-
derperiode, — en 2 X, den hoek tusschen de oorspronkelijke slin-
gering en hare symmetrische, aan ’teinde der eerste onderperiode,
— dus het gebied der eerste onderperiode — te meten, en (170) toe
te passen.

Het teeken van 5" is tegengesteld aan dat van Z—: in de normale

periode; want dan is itief (zien®. 25). Uit ¢ = -~———

aX
a0, +)*
volgt nu terstond y,, d.i. de ontbondene van de draaiingssnelheid
der aarde volgens de naar beneden gerichte verticaal van het op-
hangpunt.

39. Naast dit bewijs voor de aswenteling der aarde uit de gestoorde
figuren van Lissajous kan men een ander stellen, dat er wel als
bizonder geval in bevat is, maar toch een geheel ander karakter
vertoont, en eene merkwaardige tegenstelling met de proef van Fou-
CAULT vormf.

Wanneer men den slinger, nadat Tp*J <1 is gemaakt, aanvan-
kelijk in de @ of de y-as in slingering brengt, zou hij, wanneer de
aarde zich in rust bevond, steeds in hetzelfde vlak blijven slingeren.
Maar, daar de aarde draait, ontstaan uit de vlakke slingeringen ellip-
tische, wier groote as, terwijl de kleine as toe- en afneemt, om de
oorspronkelijke slingering heen en weer zweeft, en die ten slotte
weder in de oorspronkelijke vlakke slingeringen overgaan (klasse F. 1I).

40. Een derde eigenaardig bewijs levert de klasse C, de mogelijk-
heid van ellipsen, die niet in rechte lijnen overgaan. Want wanneer
men uit de andere bewegingsverschijnselen van den slinger weet, dat
Ty niet o is, zou men, afgezien van de drasiing der aarde, uit
de theorie der figuren van Lissajous afleiden, dat elke slingerings-
ellips zich voortdurend veranderen, en daarbij steeds op bepaalde
oogenblikken in eene rechte lijn overgaan moest. In de klasse E der
onveranderlijke ellipsen komt dit bewijs op het fraaist uit.

41. Eindelijk kan men als vierde bewijs de wet aanvoeren, volgens
welke de ellipsen, die als storingen in de proef van FoucAuLT op-
treden, ontstaan en zich veranderen (klasse B. I.)

42, Zooals in n°. 36 voor een slinger, die vrij om een punt
draaien kan, zullen wij nu voor den cardanisch opgehangen slinger
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van n° 387 het deel van de storingsfunctie, dat van de voorwaarde-
vergelijkingen afhangt, berekenen.
In dit geval is

],_(P.xCosﬁ—}—RySmﬂ) + QB

1 3D 1 1 dD ___1 (zie v, 33)
DOY1.1) PCos®0+RSin*s’ DO2.2) Q 7
1 3D L AL [ 2D BL) D (BI,) ]__

n D, 5, plim\sg) tIee

Pra?Cos* 8 R*»* Sin* 0 +2 PRxy Sind.Cost
P Cos*§+ R Sin* 4

+ QB

Verder .
96— 2,1 0D oL BE 2PR(xSm6—-yC'oaB)’

v :.Da(r $)2g, Bq “PCos*d+ RSin*4 ’

onafhankelijk van de draaiingssnelheid van het cotrdinatenstelsel om
het bewegelijke mes;
en daar =y, C080+B,S8nd.Sind—y, Cosd. Sinb,
y =, 8nb—PBySind. Cosbé + v, Cos P .Cosh,

PR(By Sind—y, CosP)?

P Cos*8 4+ R Sin?§

voor, zoodat het ook onafhankelijk blijkt te zijn van de draaiingssnelheid
van het codrdinatenstelsel om het vaste mes, en van het traagheids-
moment van den slinger om het bewegelijke.

Wanneer men de draaiingssnelheid van het codrdinatenstelsel om
de a8 loodrecht op de beide messen op elk oogenblik £ noemt, en
het traagheidsmoment van den slinger om dezelfde as Py,, zoo is

1
Po= Gotr sins
R P
en Q =B,8m¢p—1y, (03P,
1 9D 3L L

zoodat 2G-%S% = —— =2Pp0?;
vs DAr.s) 39, g,

komt er

of de storingsfunctie van de tweede orde is alleen af-
hankelijk van de ontbondene der draaiingssnelheid
van het coérdinatenstelsel volgens die as, om welke de
voorwaardevergelijkingen eenhe draaiing van het stof-
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felijk stelsel in de betrekkelijke beweging onmogelijk
maken.

Mechanische beteekenis van het tweede gedeelte van de storings-
Junctie voor de betrekkelijke beweging.

(Vervolg van Hoofdstuk I, n°. 3 en n. 9.)

Wij zullen nu een overzicht geven van de waarden der storings-
functie van de tweede orde voor de betrekkelijke beweging in de
door ons beschouwde gevallen.

In aansluiting aan n°. 9 moeten wij hier echter eerst duidelijker
in ’t licht stellen, dat dit gedeelte eene eigene mechanische beteeke-
nis heeft, of m. a. w. dezelfde waarde behoudt, wanneer men de be-
trekkelijke beweging door andere onafhankelijke codrdinaten, ¢’ in
plaats van ¢, uitdrukt. Voor G zagen wij dit reeds in n° 2, en
wij beboeven dus slechts aan te toonen, dat

4 oL 2

gpdL L L 3D o L2321 9D

o Bg',,Bq’s,D Aar'.s)y 4, g, agsDB(r.s)
waar de (»'.s') en D' ten opzichte van de ¢',,, ¢',,,... evenzoo
gevormd zijn, als de (r.s) en D ten opzichte van de ¢, en g¢,.

Dit nu is slechts een bizonder geval van de stelling, dat in (31)
dU U1 dD AU U 1 D
g aé‘r' aé'a' .D B(f’.n?’),

of m. a. w., dat de grootheid, die aan de karakteristieke functie voor
een aan willekeurige voorwaarden onderworpen stoffelijk stelsel moet
worden toegevoegd, om die voor de beweging van het stelsel onder
de werking van krachten met eene ScrERING’sche krachtfunctie te
verkrijgen, eene eigene mechanische beteekenis heeft.

Om dit te bewijzen, merke men op, dat

, 9¢ . . 0g
Pr=2Zp, q-r—-'zprlagr:
r ! r
A7 , oT
wanneer Pr=-— en pp= —,
qr e

en T de levende kracht van het stelsel is. Men zal T' volgens
(27) uitdrukkende in de p' en ¢’ dus vinden
1 oD g, 09
T—i1sx2 22 sl sy o, i ' en i
1 D) oo g, P9, ', ps -+ functie van ¢’ en ¢;

rs
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terwijl men uitgaande van (18) en terstond de ¢', (+'.s') ,D" en p'
invoerende, gevonden zou hebben

1 oD
=132 — - —p,p o+
T 2 o s D/ B(r'.sl)pfps
Daar nu voor alle waarden van de ' de vergelijking
I'=T"T,

fanctie van ¢’ en ¢.

of

. 1 3¢, 3¢/ 1 3D
YEEY e 2yl 022
A I AR YR PR OB

4 functie van ¢’ en ¢
gelden moet, blijkt
1 D 9g',10¢'5, 1 @
D55 D

D) T aqr g, DO(r.s)’
dus

/4 s ,
1 2D U oU _221 oD Ezag, g’ BU o
DA )y ag,  rr DA i g, g, agr,ag,,
1 9D BU: oy
s DAr.g) dg, dg,
te zijn. In ’t geval van de betrekkelijke beweging onder de werking
van krachten, die de snelheden niet bevatten, is

BU oL .
afr aq.,.’

en dan heeft dus
aL L1 oD

1ZZ
rs ag aés Da(r.s) 8)
eene eigene mechanische beteekenis.

Is de draaiing in de betrekkelijke beweging om elke as mogelijk,
zoo vonden wij (vrije punten, en ’t geval van n°. 36) dat de van
de voorwaardevergelijkingen afhankelijke storingsfunctie nul was. In
het geval van n® 42 was die draaiing om eene as onmogelijk; de
storingsfunctie van de tweede orde was toen de levende kracht
van de draaiing van het bewegende codrdinatenstelsel om
die as, wanneer men op het beschouwde tijdstip de stoffelijke pun-
ten er plotseling onwrikbaar mede verbonden denkt. Het in Hoofd-
stuk II behandelde geval levert een voorbeeld van de onmogelijkheid

der draaiing om twee loodrecht op elkaar staande assen; hier is voor
een stelsel vrij in het vlak bewegende punten
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21 oD L _\i
IO 9. 4.

de storingsfunctie, die van de voorwaardevergelijkingen afhangt, is
dus de som der levende kracht van de draaiingen van het
stelsel om de beide assen, om welke de voorwaardeverge-
lijkingen eene draaiing in de betrekkelijke beweging on-
mogelijk maken.

Is eindelijk de draaiing om geene as in de betrekkelijke bewe-
ging mogelijk, zoo wordt het tweede deel der storingsfunctie een-
voudig G, de geheele levende kracht van de draaiing van het
stoffelijke stelsel met het coordinatenstelsel.

Het zoude ons te ver van ons onderwerp verwijderen, de vereen-
voudiging, die het bestaan van de wet der perken voor de vrije be-
weging van een stelsel om een of twee assen in de van de voor-
waardevergelijkingen afhangende storingsfunctie geeft, hier in ’t alge-
meen na te gaan.

G- =Zm, Bz, 4+9%y.%);

§ 5. Hindige, maar tock kleine bewegingen van den cardanisch
opgehangen slinger.

43. Mogen bij den slinger van de vorige § de amplituden
\/2—10 en \/2(/5'—110) niet, hunne kwadraten 2z, en 2{A'—z,)
echter wel als oneindig klein beschouwd worden, zoo moet

volgens (164), en omdat j—t-— 0 en p =p, = 0 blijft, om

[(1 n(F)+e.9 (%)]

te verkrijgen, aan 7' bij onemdlg kleme amplituden

} (R—P)#? (g_f)’

worden toegevoegd; en verkrijgt men uit de karakteristicke functie
van het stelsel voor oneindig kleine amplituden — daar in ’t algemeen
D=(1. 1)(2 . 2),
\2
2 \2 2)
p,?

)

en dus H,:T-_2(1 1)-)-

s, — die voor ons geval, door daarin in plaats van
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p_‘z_ ) . _n’ *R-P .
W3 te stellen; of, wat hetzelfde is, er 2 P 5 ——— 62 aan toe te
voegen.
Verder wordt nu
2 242
U_—_MOoscp.oosa:M(l—q’ +__+<p b 24)
zoodat tengevolge van de eindige amplituden in de krachtfunctie nog

M 242 4 gt
37 (00 4697424 47)
bij de karakteristicke functie komt,

Sluit men de berekeningen voor dit geval aan bij die in n°, 85
en bij de ongestoorde beweging (162) door in (168), overeenkomstig

% =0, py ==po =20 te stellen; en voert men de waarden van ¢

en §, door (162) in de elementen uitgedrukt, in; zoo moet dus aan
de storingsfunctie S van (168), waarin volgens (163) §, = 0 is,
om de eindige amplituden in rekening te brengen, voor het geval dat
P en @ oneindig weinig verschillen, toegevoegd worden

2 1
Sy=- %P(hl"“o)“o Cos®pt’ .Sin3qt"+ é—l—[[m(k’—uo)xu Cos®pt’ . Sinqt"—
— (B —2y)? Sin® pt'—ay® Sin® gt"—6 (B —2o) 2, Sin® ¢t". Sin? pt'].

Ontbindt men gt" =pt'+ T,

en merkt men op, dat in plaats van de producten van Cospt en
Sinpt', daar volgens (94) de verandering der elementen gedurende
eene slingering slechts oneindig klein is, hunne middelwaarden

“Cos* pt' = 3 Sintp 1. Cos? pt = 1, Sint pt’_.i,,
‘Cos pt.Sin*qt'=1(14+28m2 T,), “Sintpt. Sin? 8" = 1(1+20C0s”Ty),
Sin? ¢ ¢ gt"= 3,
gesteld mogen worden; zoo komt men tot

A 3P-2R
_ , .
W=—1Tem 4MP(" wo)tg+ —arp (V= 40) 20 Sin* Ty (171)

De storingsfunctie voor dit vraagstuk is dus, wanneer men de asarde
in rust denkt, §; = S4; en, wanneer men let op de drasiing der
aarde, § ; = §, + Sy; waar S, daardoor ontstaat, dat in §, bepaald
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door (163), v, in plaats van g—% geschreven wordt. Daar verder

R nergens in den noemer voorkomt, blijkt ook de onderstelling van
§2 en 3, dat R niet oneindig klein ten opzichte van P en @ is,
in dit geval onnoodig te zijn.

Even als in het vorige geval (n°. 85) en omdat hier 2 =4,
is weder,

Voor «z, en T, vindt men uit §;’ de volgende differentiaalverge-
lijkingen

7, ,
o7 =(p- 9)+4M[)(k-2 )=
3P-2R K2
— T (W =2 a,)Sint Ty~—y ' Sin T —————-—-,0—__;,
743 e T =) s
3P—-2R
%2 2 p PO —#0)a,SinTy. CosTy—2y, CosT, V#E=20)20,

wanneer nu

Met (100) komt

‘% =2, CosTy V(1 =)' {1+ i‘, \/(1—2)7"35%1'0}, (173)
ar, , 1-24 “ TR T 1
p —g—p—-p,(l 94/ 4, SmT,,\/—~——{1+%,\/(14,%5;”1’0],
waar
3P-2R K R
By = = T, Mg =TT/ . e (174)
' i Vur “Tirvur

De integralen van deze differentiaalvergelijkingen kan men door
elliptische functien uitdrukken. Daartoe voere men namelijk als nieuwe
veranderlijke

s=8mnT, \/u_'(_i—_ad) ...... 5. . (175)
in. Deze grootheid s staat tot het hoekoppervlak O van de oogen-
blikkelijke slingeringsellips in de standvastige verhouding

M
S:O—W:I; [ Y (176)

want uit (99) volgt gemakkelijk Cos® 2y =1—4(1—2')a'Sin_ T,

, waar ¢ en b (als in ne. 17) de halve

. ab
0=&nx.008x=w-7‘—:ﬁ
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groote en kleine assen der slingeringsellips zijn; terwijl de wet van
de levende kracht
M@*+6*)=24. .......... )

geeft. De vergelijkingen (171) worden dan, met

By =q—P "y,
ds _ ps+2u,e  ds

PP s ;l—t_—_i:(y3+2‘u2u')\/u'(l—-u')—83 .(178)
Uit de eerste volgt
142y, stu,8! =—p, e —py 22,
waar ! eene willekeurige standvastige is. Door de substitutie
Py L A (179)
kan men aan «’ een der volgende vormen geven
(Ly...... @ =M+(£)NV1-y?,
M.1) ....2=M+(x)NVI+g?, | ... (180)
M.IL) . ... =M+ (+)NVy? 1
waar M, N en y regel zijn; (L) geldt voor g, positief, (M) voor g,
negatief; het teeken van p, echter wordt bepaald door 3 P—2R,
en dus heeft men (L) of (M) al naarmate 3 P% 2R.
De verdere substitutien

@y ... oo, y==~8ind,,
...... 181
(M.I) . ...... y=1T99,, ‘ (181)
(M.IL) . ...... y=2=8ec?,, !
voeren tot
a9,

i?u“ =V, VV,Co8,0,+7,C08D, +V,Sind, + 7V ,8ind,.CosP, + 7V,

en eindelijk de substitutie

tot f—_tdt =f . (183)
\/Wﬂ’.‘l"Ws‘”s“‘ Wya+ W a+ W,

eene elliptische integraal.

Het teeken = in (183) moet voor elk tijdstip in overeenstem-
ming met dat Cos T, gekozen worden.

Met het oog op de bepaling van + merken wij op, dat de substitutien

_Ps+ s/

r = ’

14/,
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NE—y
2’()f‘fa=m;_l__i_,

2

en f,=m, z, of f = Z,offs_.\/

o my
Vieizs

waar p,, ¢3, m,, k standvastigen zijn, en vervolgens van

of eindelijk Sy =

z2 = Sing,
voeren tot de vier vormen

ny+n,Simam(ftn,dt)
l4n,Sinam(ftn,dt)’
_ny+n,08am(fEn,db)

14n,Sinam(ft=nydt ’

__n Sinam(fAn,dt)+n,Cosam( r—_tnsdt)
Smam (SEn,dt)+n, Cosam(f+n3dt)

_nytn,8am(ftn,di)
T l4n,0am(fn,dt)’
waar n,, n,, 1y, n, voor elk geval te bepalen standvastigen zijn.
Wij zullen dit onderzoek hier niet verder voortzetten; maar wijzen
er op, dat de oplossing van het vraagstuk van kleine slingeringen,
die men echter niet als oneindig klein beschouwen mag, van een
willekeurig aan een horizontaal messenpaar op het aardoppervlak
opgehangen lichaam, welks zwaartepunt op eene traagheidsas van
het ophangpunt of, wat hetzelfde is, van het snijpunt der messen
ligt, dezelfde vormen omvat, of men de draaiing der aarde
al dan niet in aanmerking neemt; en dat in beide geval-
len slechts de standvastigen en de bizondere vorm ver-
schillen.
Om nog = voor het geval, dat P—@ als oneindig klein be-
schouwd mag worden, uit te drukken, heeft men volgens (171),
(100) en (108)

dr _ ¥ RE ., &y
dt_8M+4'MP“ \/(1 =5 7 SmT‘,{L{- ’ ).(185)

=

. (184)

Men vindt = dus door eene kwadratuur, waarbij onder het inte-
graaltecken eene rationeele stelkundige functie van Cosam, Sinam
en Aem van het argument f+#n,d¢ komt. Voert men dus als
integratie-veranderlijke am f*4-n;d¢ in, zoo laat zich deze quadra-
taur tot elliptische integralen teragbrengen, en kan men ten slotte
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aan de geheele oplossing door de thetafunctien, behalve
in eenige bizondere gevallen, een uiterst convergenten vorm geven.

44. Nu moet nog het geval behandeld worden, dat P en @ wille-
keurige waarden hebben; de oplossing van het vraagstuk is dan,
evenals in n”. 33, waar voor het geval van oneindig kleine ampli-
tuden de figuren van Lissajous overeenkomstig met de verschillende
verhoudingen der slingertijden gevonden werden, eenvoudiger dan
wanneer P— @ als oneindig klein moet worden beschouwd. Ook
wanneer de amplituden eindig zijn, kan men namelijk S, blijven ver-
waarloozen; zoodat de draaiing der messen met de aarde geene ver-
andering in de beweging van den slinger ten opzichte van deze brengt.
De wijziging der figuren van Lissajous door de eindige amplituden
wordt door de storingsfunctie S4 alleen bepaald; of door

2a,(¥ - a,) 1——)008 pt . Sin*gqt"— h ((h —ay)? Sintpt 4
M r
+agSin'gt" + 62, (Il—xo).&'n’p t.Sin? ¢¢").

De middelwaarden van Sin®g¢" en Sin'pt’ blijven dezelfde als die
wij te voren vonden; maar daar de teller en noemer van de meetbare

’

breuk%- , waarmede (q— {‘7) pt" tot eene dergelijke langzaam ver-

anderende grootheid als 7', wordt, nu verschillende geheele getallen
zijn, wordt

Cos’pt.Sin® gt = (1 4 Cos2pt — Cos2qt" + Cos2pt.Cos2g "y =1};

¥, B8P—4R
en dus Sy = 16M+ 5Pl ag (B —a,),
%' = standvastig, % =0, &' standvastig,
2B, _ .
—‘—l‘t— [li(l 20& ),
_3P—4R
wanneer Ky = SPM s
=B, —u,(1—22")t, -+ (186)
dr 4 '3
Tt sH MRe T=To +(§"M il “o)t‘

Bij eindige amplituden worden dus geheel dezelfde figuren van
Lissasous als bij oneindig kleine slingeringen doorloopen; maar de
verschillende vormen volgen met eene andere snelheid elkaar op.
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45. Wat den hier beschouwden slinger betreft, willen wij nog op-
merken, dat zijne beweging afgezien van de draaiing der aarde alge-
meen bepaald kan worden in het geval, dat alle drie hoofdtraag-
heidsmomenten van het ophangpunt gelijk zijn; zooals dit voor den
vrij om een punt bewegelijken slinger (zie n°. 33) geschieden kan,
wanneer deze een omwentelingslichaam om de as, waarop het zwaarte-
punt ligt, is, en dus twee hoofdtraagheidsmomenten van het op-
hangpunt gelijk zijn. Immers de gedeeltelijke differentiaalvergelijking
wordt dan

2 2
l{(%’g) +(B-a-’—:7> | =244-2 D Cusd. Cost =

=24+ D Cos (¢ +0) + D Cos (¢ — ¢),

RO\, W
o 1(a) +G ) } =244 D Cosut-D Cosv,
stellende u=Q+4, ov=0—14,
en dus BBZ’ Vv mos v),
BBW VP(k—a—+ LDCosu),

AW= P+ L1DCosv)dv+ fSNP(k—a+ tDCosu)du;

en de integralen

__f VP dv f VP du __g,,
2 \a+1DCosv 2Vh—a-41LDCosu
oW VPdu
3~ J e VaZa T 3 DCosu

die dus in den vorm van elliptische functién zijn gebracht, nl. -

= —T

.1, D, 1 2D
%(¢+6)=ArcSm-Smd»z\/‘—P(t-—a-), ]'IOd;"Az\/.‘Z_(I;:&ﬂ—D_ a5

1 (P—b)= dreSin SmAIn\/ = (t-—r-ﬁ ), Mod = ,,A_._\/ Suih

§ 6. Eindige, maar toch kieine bewegingen van den vrij
om een punt bewegelijken slinger.

46. Gaan wij nu over tot de overeenkomstige uitbreiding van het
vraagstuk in § 8, waarvan dat in § 2 een bizonder geval is, — dus
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tot de beweging van een lichaam, welks zwaartepunt op eene traag-
heidsas van het ophangpunt ligt, maar dat overigens geheel wille-
keurig is, en om het laatste vrij draaien kan, — voor zulke amplitu-
den, dat wel niet V% —e, en V z,, maar toch %' en 2, als oneindig
klein mogen worden beschouwd; en laten wij weder de draaiing der
aarde in acht nemen,

Dan verkrijgt men uit (158)

g o=hn b i (1= )= on B 45,
_r-n
=apr?

wanneer wij weer als in §§ 2 en 3 het geval, dat een der traag-
heidsmomenten zeer klein ten opzichte van de anderen
is, uitzonderen, oneindig kleine grootheden van de derde en hoogere
orde verwaarloozen, en blijven onderstellen, dat p,, of zooals men

. (188)

&6 \2 2+¢P2 +ﬁll’z¢9(R —P);

met n° 33 dan gemakkelijk aantoonen kan, e oneindig is. Bij de

dt
storingsfunctie S’ van n® 35 komt derhalve (zie § 5), §¢ 4 &, als

) 1 1 6
§e= ﬁ(ﬂ: 60— Pp,)* — 2,_131712 62 +p______,p;¢ s

S =20 (94647 8 40),

is. Drukt men nu @, 8, p,, p, in de elementen volgens (162) uit,
zoo verkrijgt men

’ 2P .
SG_MRuo(h a,) Sin® Ty +
2“"(;‘”———:—5‘—-”) (2Cospt .Cosqt".Sinpt .Sinqt"— Sin® gt". Cos® pt');

wanneer weder P—@ zeer klein aangenomen wordt. Ontwikkelt
men naar pt¢ en 7', en merkt men weer op, dat de termen, die
Cospt . Sinpt en Sin®pt .Cospt bevatten, als in § 5 wegvallen bij
het vormen van [ d¢; dan blijft van 2 Cosp?'. Cosqt".Sinpt .Singt"
slechts 2 (Cos® T, — Sin2 T, ) Cos® pt'.Sin*pt'— Sin’ pt'.Cos® pt' .Cos* T ,—
—Cos*pt . Sin* Ty over; of met de middelwaarden, die in § 5 werden
gebruikt F—38mdTy;

dus wordt

(8¢ = (3—3SinT)) 0(1" )+ RSm’T B~ )2y

7
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Voor 8" vonden wij bij de behandeling van ’t vorige vraagstuk (§ 5)
S"’.:: — e — (A —2y) + — 4M o (B —ay) Sin® T,
Dus is de storingsfunctie S,
2 8P —-5R

—‘1—6-M+ i Sint Ty (B — ) e, +

S =8+ 8:+8" = TR

+ 2—;—81'” T, \/(i/—- a,) 2,

., 2P—R
waar Y= =7 (% + ?’w),
en v, = 0 is, wanneer men de aarde in rust denkt.
dpy ___38s__ _2P—R 2 e
Nu wordt o= = 3PE S T, N (B = ag)

po komt wel is waar ook in % voor, maar de differentiatie voert
overal tot grootheden, die oneindig klein van de tweede orde zijn,
en dus tegenover dezen term van de eerste orde verwaarloosd mogen

)

worden. Daarentegen blijkt uit de differentratie a—S—'i, dat p, stand-
3

vastig is. De grootheden #, en 7,, die de ligging en den vorm

van de baan bepalen, hebben dus even als =, dat de plaats van het
zwaartepunt in zijne baan aangeeft, betrekking op een codrdinaten-
stelsel, dat met de snelheid

2P-R 2 fo
°PR R
om de + w-as draait, daarbg eene links omgaande draaiingssnelheid
positief stellende.
Voor deze snelheid kan men bij invoering van ¢ (173) ook schrijven

2P—R .
— Ek R ......... (189)

@y en T, ten opzichte van het zoo bewegende codrdinatenstelsel,
of & volgens (100) invoerende; &' en 7,, worden bepaald ddor de

vergelijkingen (171), wanneer men daarin voor ¢, ¢* in de plaats
stelt (zie (169)) en voor Ky =0,

' 8.P—5R
"|=l“l'— Ms

s TN —ay) 2y +

neemt,
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De integralen worden geleverd door (176) nl.
I429"s+u 8t = (p—0q)e,
Z_;::i(f"l’) VAT B 1 Cog D, | (190

A:—l—-(l-—l—) =27 (1——21),

P—9q v—q rP—q r—q

— Ky e, o 4y =Y
r—g  (p—9gp T ot T T (-
Als in § b komen voor s nu de vier vormen, die uit (182) ont-

staan, wanneer men voor &, ¢ schrijft; met deze hangt 2’ echter

door eenvoudiger betrekkingen samen. Dan vindt men p, volgens

(183) door eene quadratuur; evenzoo =, welke nu in plaats van
door (170), door

adv &' o © ] s
Ty A \/(1_‘7)—, 7 SmT ( ) .. (191
bepaald wordt. In deze beide quadraturen komt weer eene rationeele
stelkundige functie van Cosam, Sinam en Aam van het argument
Jtn'3d¢, wasr n; nu eene andere waarde #'; heeft; en dus kan
ten slotte de geheele oplossing van het vraagstuk weer tot theta-
functién worden teruggebracht. Deze oplossing omvat weder dezelfde
vormen, of men de draaiing der aarde al dan niet in
aanmerking neemt.

Heeft het verschil van P en @ eene eindige waarde, zoo vereen-
voudigt zich dit vraagstuk weder even als dat van § 5. & valt weg;

Bl (K —ay)a,

waar

S* wordt - i-ﬁ_ﬂ?l - § _ﬂ'—- H
. P+Q-R ,
S" evenzoo £y (% —2p) 25

dus de storingsfunctie

k,’ P+ -8R 1] r hi‘ ! (AW
Al 2%14 ¥ (=a)e' == et waH (1 -a)al

De integralen (162) blijven voor dit vraagstuk gelden met

p, = standvastig, p, = standvastig, “o = standvastig,

To—f.“z(l 22')dt, 'r.._.f y,xo dt.

Wij hebben dus weer dezelfde draaiiende figuren van Lissajous
7*
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als bij oneindig kleine amplituden, maar zij worden met eene andere
snelheid doorloopen.

Werpen wij pu een blik terug op het behandelde vraagstuk, zoo
zien wij, dat de beweging van dezen slinger juist zoo plaats vindt,
alsof z, =0 en B, =0 waren. Dit volgt reeds terstond uit (168),
of met

3Ly, 0Ly,

Lig———=0, - =0,
13 3 23 Y
. i db
uit S'=1L;;¢ ¢+L“edt

immers zoolang men de draaiingssnelheid der aarde eenerzijds, het
vierkant der amplituden anderzijds, als oneindig klein mag beschou-
wen, heeft S, waar alleen B, en 2, voorkomen, geene beteekenis
voor ons vraagstuk. De beweging grijpt dus plaats alsof de slinger
zich aan de pool bevond, en dat de zwaartekracht daar dezelfde
grootte had als op de plaats van waarneming, terwijl de omwente-
lingssnelheid der aarde y,, was. Daardoor springt in het oog, dat die
draaiing alleen eene meetkundige, geene mechanische betee-
kenis binnen de door ons gestelde grenzen voor dit vraagstuk heeft !).

Voor de oplossing er van is echter deze opmerking niet als bij
’t vraagstuk van n°. 37 van wezentlijk nut; daar de volstrekte be-
weging juist het eenvoudigst unitgedrukt kan worden als eene betrek-
kelijke beweging ten opzichte van een om de w-as met de (in

’t algemeen veranderlijke) snelheid -le—t draaiend, codrdinatenstelsel.

§ 1. Bekandeling der vorige vraagstukken voor P = Q.

47. Dit bizonder geval veroorlooft eene vergelijking met door an-
deren reeds verkregen uitkomsten.

Bij het vraagstuk, in § 5 behandeld, geeft deze onderstelling geene
bizondere vereenvoudiging, tenzij men gelijktijdig B — 0 stelt, waar-
door de slinger tot eene slingerende lijn, of tot een enkelvoudigen
slinger wordt. Dan geeft (178), wegens —p, = u,; =0,

= standvastig.

Uit (173) volgt dan, dat ten opzichte van het xy-stelsel de ver-
schijnselen dezelfde zijn als bij oneindig kleine amplituden, wanneer
men in plaats van ¢', "+ 4,8 neemt. Nu heeft ¢’ eene draaiing

1) Vergelijk voor het geval van den mathematischen slinger, BAEHR, Nofice
sur le mowvement du pendule, Middelbourg, 1853,
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van de ellips met de gelijkmatige snelheid —¢" ten gevolge, terwijl
de assen van de ellips onveranderd blijven. De invloed der eindige
amplituden is dus geene andere dan dat zich bij die draaiing
met de snelheid —¢’', eene voegt met de snelheid —p,s. Deze
draaiing grijpt, —omdat de beweging in de ellips, van de zijde van
de 4 w-as gezien, volgens (102) rechts- of linksomgaande is, alnaar-
mate s positief of negatief is; en omdat de draaiingen linksomgaande
om de 4 w-as positief genomen moeten worden — in denzelfden
zin plaats, als de beweging in de baan. Zij is unitgedrukt in
deelen van den straal; en men kan er volgens (175) en (176) ook

voor schrijven
3 /M
VLS

en, nog ¢, den halven slingertijd van den slinger, ¢ de slingerlengte
en tevens den afstand van het ophangpunt, waarop men de halve
assen o en & van de slingeringsellips meet, noemende,
3r o'l
K8 = 8_?; T H
of in boogmaat en per uur
135.1800 &'&’
T 72— oooooo
Deze uitdrukking stemt volkomen overeen met die, welke Bravats 1)
en GALBRATGHT en HAUGHTON %) gegeven hebben. AIRrY?®) vond deze
formule alleen voor de bizondere gevallen van nagenoeg cirkelvormige
en nagenoeg rechtlijnige bewegingen van een enkelvoudigen slinger,
en stelt hare geldigheid voor eene willekeurige verhouding van de
groote en kleine as alleen waarschijnlijk (L c.).
Nemen wij nu in het vraagstuk van §6, P=@ of p=y.
Wij komen zoo tot het door HANSEN ¥) behandelde geval. Dan is

e =0; s — standvastig;

5 P\ /M
verder 8= (—I;_!-Er) \/15 0;

en draait de ellips dus bij onveranderden vorm met de snelheid

o 2(P §) ks
4 R78)Vurp

1) Liovvitig, T. 19, p. 48.

%) Pkil. Magaz., (4) 11, 134,

3) Memoirs of Astr. Soec., 1851,

%) Neueste Schriften der naturf. Ges. zu Danzig, Bd. 5 (1853).
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ten opzichte van het stelsel der @, y, dat zelve met de snelheid
2P-R _, Po -
—_— s + -
RVMP R

om de 4 w-as draait. Dit geeft voor de draaiingssnelheid van de

groote as der ellips, ten opzichte van een vast met de aarde verbon-
den stelsel der zy,

1 % _ 2P—-R+ﬂ
iyap wTep Taop
Merkt men nog op, dat

bo  RBodo  Ws
2P~ 2Pdt \up
zoo komt ten slotte voor die draaiingssnelheid

2P—R ‘o
—ye et gp ) e S L s)

Wij zullen in n°. 49 zien, dat deze uitkomst overeenstemt met die
van HANSEN, tot op den coéfficient § na, waarvoor hij foutievelijk 5'¢
vindt.

48, In dit geval is ook de uit §6 overgenomen onderstelling, dat
R niet zeer klein ten opzichte van P en @ is, overbodig.

Dan immers ligt het voor de hand, de termen, die B in den noe-
mer bevatten, met elkaar te vereenigen. Uit (158) volgt, dat zij, voor
zoover zij in H, voorkomen, samen gevat kunnen worden tot

1 . Cos b |2
S =3 {Sms.p,—-Cosd.Tycp.p,-l-ps m} .

Nu vindt men echter volgens (23), (155) en (153) gemakkelijk, dat
Sinb.p, —Cos8.Tgd.p, +ps —gZ—:;-) = R~

is; en verder blijkt door differentiatie, dat, ook voor den aan de
zwaartekracht onderworpen slinger, waarvoor H — H, - U,

BH?_!;" 3_]13__7" b__]_{ o OH dr  OVHIF bHBr’_O
39 %, 00,30 V30 3, 0p, 30 T 0 00 Wy %
wordt, hetgeen de bekende voorwaarde

OH dr OH dr

0
i Opy 0g, dg; op;

daarvoor is, dat ' — standvastig eene integraal is, behoorende bij
de karakteristicke functie H. Zoo vinden wij de bekende integraal,

dat de draaiingssnelheid om de omwentelingsas van den LAGRANGE’schen
slinger standvastig is, terug,
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De storingen in de elementen &4, 4, 7, ten gevolge van de
eindige amplituden verkrijgt men, voor zoover zij R tot noemer
hebben, door differentiatie van Sg; maar hierin is steeds »' als factor
bevat; daar wij nu aangenomen hebben, dat 7" oorspronkelijk oneindig
klein was, Dblijft volgens de genoemde integraal »* dit steeds; en
blijven voor amplituden, wier vierkant oneindig klein is, de ont-
wikkelingen van § 6, in ’t bizonder de omvormingen van S"’, (voor
een oogenblik afziende van de draaiing der aarde) ook voor zeer kleine
waarden van R gelden; terwijl de storingen ten gevolge van de
draaiing der aarde (volgens de opmerking aan ’t slot van n°. 46)
en die ten gevolge der eindige amplituden, daar beide oneindig klein
zijn, eenvoudig als in § 6 samengesteld behoeven te worden om den
invloed van het gelijktijdig optreden van beide te kennen.

§ 8. Over eene fout van HANSEN.

49. Om in te zien, waar HANSEN de foul gemaakt heeft, die hem
voor den coéfficient ;1 in plaats van § deed vinden, en eenige §§
van zijne verhandeling, waarin dezelfde fout haren invloed op andere
uitkomsten laat gelden, daarvan te bevrijden, willen wij de ontwik-
kelingen volgens zijne methode volgen.

Daarbij zullen wij gemakshalve zijne schrijfwijze gebruiken, die in
deze § dus onafhankelijk is van de overigens door ons gevolgde, be-
halve wanneer daarop verwezen wordt.

Wanneer men bij een slinger, die een omwentelingslichaam is,
waarvan het zwaartepunt en ophangpunt op de omwentelingsas liggen,
¢ de afwijking van deze as van de verticaal noemt; en door ¢ van het
zuiden naar het westen geteld den hoek, dien het verticaal vlak van
de as van den slinger met den meridiaan maakt, aanduidf; (HansEN,
Neueste Schriften der Naturforschenden Gesellschaft in Danzig, V.
1853, 8. 19) zoo zijn (. c. § 4 Art. 21) de intermediaire integralen
voor de beweging van den slinger aan het aardoppervlak

lle 2 . d ? ! 7
(%) = — Sin? 9(%) —2( — )1 — Cost) + x,

Sin’é%‘—f::y&n’e+f4'(1—CosG)+u'.

g’ is ecene standvastige, die afhangt van de massaverdeeling in den
slinger (§3, Art. 18); w is het product van de draaiingssnelheid der

aarde en de sinus van de poolshoogte (§ 3, Art. 13 en §1, Art. 4);
' eene standvastige, die afhangt van de oorspronkelijk aan den slinger

,

. (194)
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gegeven draaiingssnelheid om zijne as (p. 24); x en %’ zijn groot-
heden, die men in eerste benadering als standvastigen mag beschouwen.

Nu heeft HANSEN in § 3 gevonden, dat voor eerste benadering,
nl. voor oneindig kleine amplituden en standvastig gedachte x en x/,
de integralen zijn

6 = &2 Cos* (wit 4 ) + &' Sin® (w? 4+ ),
V=ad (et du) et g {STpot 4],

Deze duiden eene ellips met de grootste en kleinste uitwijking
¢ en ¢ van de verticaal als baan van het zwaartepunt aan; de

.. (195)

omloopstijd is ngr ; en dit punt gaat op den tijd —-—z door de groote

as, die zich met de snelheid w 4 4 ' in den zin van den uurwijzer
beweegt.

Daar x=unSin®d de ontbondene van de draaiingssnelheid der
aarde, #, (in den zin van de beweging van den uurwijzer genomen)
volgens de richting van de naar beneden gaande verticaal van het
ophangpunt met de poolshoogte ¢ is, hebben wij g=-—9,. Om
de beteekenis van ' duidelijk te maken, moeten wij teruggaan tot
de integraalvergelijking (A) door HANSEN voor dit bizondere geval
(P = Q) gevonden, namelijk (vergelijk n°®. 48)

r=n'+nyCosd+ny” Sind.

Hier is » onze »', (158) ¥ onze ¢, voor een stelsel dat eene bizondere
ligging heeft, waarvoor nl. B, = 0 is, 9" onze ¥, (in de formule 152),
# eene willekeurige integratie standvastige, welke overeenkomstig
deze vergelijking door de beginwaarde van 7' wordt bepaald. Voor
oneindig kleine amplituden wordt HaNsEN’s

—_ F_ ¢
nyCosd =0 en r =

Omdat onze y, oneindig klein wordt, dus y, dit evenecens is,
zooals ook ¢ en §, vereenvoudigt deze vergelijking zich tot

, _d
n ="d_pz+7w-

o« o, _ R
Daar HANSEN 1/ =o' }6'1, , hetgeen in onze schrijfwijze p' == P
wordt, stelt, vinden wij dus
,__dp R R
¥ = aip + %0 P

en is de draaiingssnelheid van de ellips volgens HaNsEN
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, 9P—R\ . dsR
I‘+%‘(‘='—"yw( )+7d;1"7

In het bizonder geval nu, dat (g — p) — 0 is, verkrijgen wij volgens
n° 35 voor de snelheid, waarmede het knooppunt van den karak-
teristieken cirkel over den lengtecirkel loopt,

dp\2P—-R
- 2( ot dt) 5P
en daar de lengte van dit knooppunt geteld moet worden van uit
een punt, dat met de snelheid —2 % rondloopt, draait de groote
as van de slingeringsellips, van boven (d.i. van de zijde der — w-as)
gezien, in den zin van den uurwijzer met de snelheid
2P-R | R dp
v 5p Tapai
Dit stemt dus overeen met de uitkomst, die HANSEN voor dit bizon-
der geval verkreeg.

Dat in ' ook yw%voorkomt, schijnt mij in het verder verloop

van HANSEN’s verhandeling niet genoegzaam op den voorgrond gesteld.
Overgaande tot het geval van eindige amplituden wil HansEN de
differentiaalvergelijkingen voor &, ', %, « vinden, die deze groot-
heden als functien van den tijd zoo bepalen, dat de integralen (195)
voldoen aan (194).
Door differentiatie van (194) vindt men

2
2 8inb. Cose—(‘ﬁ') PRYORYLA LAk SPEAL AL

di\ dt dt di? + dt dt* +
db du
$2(g — ) Sint 02 =
ddy | o, Y
2 Sinb .Cosb — T dt+s edt‘ __.2,uSm90030 +p Sm9dt+ dt
Hieruit
th =—(w?—(ut1iu')?)Sins+ Sins. CosB(d\p) —2,4Sin9.0039%—-
dx _@
dy 4t _aydt
K Sind — Py +7d6 dtﬁ' (196)
dt dt
iy 20039@(@_ ) Wods 1 dx
i = St di\at *) Y Smvar T Ste ar
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Wij hebben hierin met HaNsEN gebruik gemaakt van

g —pue =t —(ud i) 197)
HANSEN substitueert verder
dy — Cost %'
— —=putp —— F 198
dt wtw Sm” +Sm’6’ (198)

welke laatste substitutie wij, met het oog op het volgende, niet uit
zullen voeren. Deze beide substitutien zijn geoorloofd; immers Art.
15 gaf voor de waarde van de standvastige «?, die geen element
is, eene die voor oneindig kleine amplituden (197) levert; en zulk
eene standvastige mag men onveranderd aan het ongestoorde vraag-
stuk, (dat van oneindig kleine amplituden en standvastige x en ')
ontleenen. Maar niet mag men, zooals HaNSEN vervolgens in (198)
doet, voor ', wee stellen, wat in het ongestoorde vraagstuk waar
is; want, terwijl hij immers juist ¢ en & in functién van den tijd
zoeken wil, neemt hij hiermede reeds vooraf eene integraal aan van
de differentiaalvergelijkingen, die hij volgens de gewone theorie van
de variatie der standvastigen verder voor deze functién opstelt en
behandelt. Hier ligt de fout, die tot de verkeerde waarden van
D en E voert, op welke de uitkomsten van Art. 24 berusten.

Volgens de theorie van de variatie der standvastigen moet men
de onmiddellijke differentiatien van (195) in (194) substitueeren, om
de differentiaalvergelijkingen voor ¢, z, &', » te vinden. Volgens
haar kan men stellen (8. 45), p = w? 4 » schrijvende,

de_ s v
9%— w(e? —&"2)Sinp .Cosp,
dda wee'
dt —l""‘f + E
d . (199)
0._——5003 p+———e Sin® p— 77 (e?—¢&"2) Sinp. Cosp,
, . ( dé ,’ds) sy
=% — T
0=¢ dt-l-Smp.Coap\s 7 0 tes 77
en met Hansen (S. 45) vindt men verder
d*é o ete't de _ de\wSinp.Cosp
ar = b+ +2( at~° dt\, f
d"?_(i_ (Cos* p — Sin?p),
dt ) (200)
d tld___%wss'ﬂ (sd_s_' de) (€2 C " )
an =t T )i € Corp e Sintp)
Quwee dy s v )
+ — TR (2 —¢&"*)Sinp .Cosp.
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ay dy d*¢ dz\L
Door in (196) voor 6, ¥, 5 dt IR an hunne waarden

uit (199), (200) en (195) te substitueeren, vindt men volgens de
theorie van de variatie der standvastigen de differentiaalvergelijkin-
gen voor de elementen &, ¢, @, v. Door vergelijking van (196)
en (200) komt, met behulp van (199),

—(0*—(p+36'))Sind+ w* 6 4 Sinb. Cose(p+ w4 “’55) -

B
1
—2uSinb. 0086(#-!-2—(4 -|—"JEE )__w 56: —u SmG({;-[—?y, + D >+
dx  d¥
4t _ddy_ D (201)
fdﬁ a4y dt 6
en dt dt
__2osbdb(, , wee Quee'dd ' db 1 de B
T Sing dt< “t g2 ) e t+Sm9dt Sinb dt — 6
stellende,
2(5 gft-—sd )Smp Ooap—-——(e —&'2)(Cos?p—Sinp) = g
(s ‘f; —e —)(s’ Cos? p— &'t Sin? )+ . (202)

v
+2e¢’ %(s’ —s”)Sinp.('osp == —

Deze vergelijkingen zijn het, waartoe HansEN (S. 46) komt, maar

zijne waarden van D en X zijn tengevolge van de vroeger gemaakte
fout geheel andere.

Wij zullen de onze naar machten van § ontwikkelen, Dan komt

(‘“2+(I~‘+1'rﬂ')’)9(1—'9’)+w’°+9(1-’9’)(ﬂ+ W) -

—2d(1—34%) (4 WS- ’6(1—|9’)(#+%M'+T)+
de dx
L4t _dtdy D

dt  dt
D::-——-G"-|-§((-a e A LM T A l’; wee' 6% 4+
dx dx
1 i wee\ a7 . (203)
(et 5 ) e
dt dt
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Evenzoo

B=—2uwed(e2—¢") Sinp.(]osp—%—w&’(ﬁ—s’?) Sinp.Cosp+

. (203)
Fatim

Men vergelijke deze met die, waartoe HaNsEN afgezien van — d” ai;t
komt, namelijk (S. 28, Art. 24)
D=9 (et +tut =i )—0 (1 u' 4 fswee)used,
] ai ,
E=1? ¥7 T 4 s eee)

Nu gaan wij, even als HANSEN, den invloed bepalen van die termen
dx  d¥ . "
van D en E, waarin 77 0 73 niet voorkomen. Daaruit nemen wij

vooreerst die termen, die ook w en w’ niet bevatten, want HANSEN
verwaarloost deze ook (S. 48); dan is

. D_.——(G‘-—-4~s’e”) E=—2%uwbee'(s*—&'2)Sinp.Cosp (204)

Verder uit (199)
2
au . dt ° Cos p+s .Sm

at— (& —s")Smp.Cosp """"" (205)
Dus wordt (202)

/ 2
(s%—-e ;)(35003217—5"Sin’p)+2( — Cos? p-l—e Sm p)se = Ei

de
( dtCos’p-l—s Sm ;5)

‘de e\ 4.
-2 ( d_,f_s 77 ) Sinp.Cosp—

D
2 Sintp)="",
Sinp.Cosp (Cos®p—Sin’p) ®
,de de
of “attaT

—e% Cos® p +e’i§ Sintp = fSinp.(,‘osp,

de’ __ EeCos*p+De'Sinp. (osp

at = w®

..... 206
de __ E¢ Sin*p—DeSinp.Cosp (206)
at wf? ’

an __ _ D e2Cos*p —&'2Sin*p ~ 2Bee’ Cosp. Smp 207)
di —  wir gt wBE (e — z) - (
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6’——- E(s* Cos*p—='* Sin*p)Sinp-Cos p+2Dee’ Sin®p-Cos’p
dt wf?
_ Deé' e Cos®p—e2 Sin’p | 2He*e *Cosp. Sinp __
Wb g?—¢'? wlt(e?—e'2) T

E\s"('os P+t Sintptere ?)Sinp. Cosp
whi (et —é')

Dee' ((e?—¢&')Sin?p. Cos"p—e® Cos® p+e'? Sin? p)

Wbt g2 —¢'?
da _ _ B(+?) Desé' . -
7= T apEe=ey Sinp.Cosp + ——— pypye ,2)(008 p—Sinp). . (208)

Dit zijn de vergelijkingen van HANSEN in Art. 23,
men (204) substitueeren.

ae —45’5’(5 —¢'2)Sinp.Cos®p 4¢'(8* —4e?e'2)Sinp.Cosp
it~ 6 6 -

In deze moet

2 weld
= gs'628inp.003p -3 wse; ((e*—€"2)Cosp +&'*)Sinp.Cosp,

j; —sG’Smp Cosp— % we ¢ Sinp .Cosp, . . . (209)
de _ w—4ee’?(e?—¢'*)Sin’p. Cosp—(8* —4¢*'? )¢ Cosp. Smp
dt — 8 62
S ' (e —'2)S 1,01
:—%se’ﬁ’mp Cosp+ 2 we S Sinp.Cosp(—e (89.8 )Sin?ptete )
dé' W, o o o
ZZ—t—=—656~ Sinp.Cosp+ % wee' Sinp.Cosp, . . . (210)

dy _ w {-—85’ &' (e2—¢'?)Cos’p .Sin’p—4e* ' (¢ Sin"p —&* Cos’p)
at 6 (e% Cos*p+ &' Sin? p)(e?—¢'?)
_e2Cos’p—¢ Sz'n’pez}:

gt —g't

_ w{ (2(5 —&'*)Cos%p. Sin*p 4 €' 2 Sin®p —e* Cos? p)et ¢'?
7% (€2 Cosp &2 Sin® p)(e2—¢'?)
g2 Cos* p~¢'? Sin’p 9,}

el—g'3

dv _ w (4e2&'2(Sin’ p—Cos®p) | & Cos® p—e'? Sin? ?,

Z=-31 S ¢ T2 P e e
Eindelijk

0 da __ wss

—~ 4t ¢ /3
7= {4(s’+s”) Sindp. Cos‘lp-!- —— 57— (Cos*p —8in? p)}
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=% a’ 2_gt {4((e* —¢"") Sin*p.Cos® p—&* &'* (Cos® p— Sin'p)) +
, -I-G"(Oos’p-Sin"p)} =
gszi/z {4(e Cos® p—¢* Sinp —e*&'* (Costp — Sin*p) —
— (¢* Cos*p —&'* Sin* p)) + 0% (Cos*p— %p)}
Z: s a7 (4" Sin*p—&"? Cos’p) + (e — &%) Sin’p. Cos* p +
+ €% Costp—&'2 Sm’*p}. .. (212)

Bij integratie vindt men
1
3¢’ = Eze'(-—s2 Costp 4 &'* Sin*p — 8 2 Sin?p),
1
de = =% e(e? Costp — &' Sintp -+ 8 ¢'2 Sin?p),
1 { 2e2g'?

Sy ===

; 5 Sin2p—3 (e +¢)p—

S(Sznzil)‘) (e*(Cos*p+ 3)+¢'*(Sin? p+ %))}, . (218)

g€

= "){ (245 Sin2 p+2 (e~ Jp+ § (2~ o+

+ 3022 (3 Gont p g ) 4% (Sint p+ D=4 2—e%)

+ 5 (2= Sindp ),

waarbij gebruikt werd
fCoa‘pdp = S_z:_p {Cos*p+3 Cospl + 30,

fSin’pdp =— 9%? {Sin*p 4§ Sinp} & 32,

fSin’pdp _ Cosp Sinp + P

Deze formulen (213) komen voor die op 8. 49 in de plaats,
wanneer men alleen let op de door ons genomen termen van D.
Wanneer wij vervolgens de periodische termen weglaten, komt
de=0,
dé=0,
Sn ==ty (e +¢7) ut,

— 3 gee
da=3 wee't.
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De drie eerste vindt HANSEN ook, maar het juiste bewijs er van
is eerst op deze wijze geleverd. Voor de laatste formule vindt Han-
SEN 5‘3 wee't; en het was deze waarde, die mij opmerkzaam maakte
op de fout op S. 44 gemaakt, die zoowel aan het oog van HaNnsEN
als van den beoordeelaar van zijne prijsvraag is ontsnapt, en die
eindelijk ook door W. LeaMANN!) in zijne bewerking van HANSEN’s

prijsvraag, — ofschoon hij lezers onderstelt ,die diese klassische
Preisschrift nicht nur zur Hand sondern auch griindlich studirt ha-
ben” — over ’t hoofd is gezien.

Wij zullen nu nog de termen, die x en ' bevatten, beschouwen.
Dan moet men volgens (203)

’

D=(ut—ju ) = S acd 2,

E= —-%I wbh? (et —¢'*) Sinp .Cosp

nemen,
Van g is afhankelijk
D= l 2 9'0
hetgeen met (206), (207), (208) geeft
de __ u €8Sinp.Cosp n
at 2 @ ’

3 — _# sSinp.Cﬂe,
dt 2 w ’

‘_ll’ _u ( £? Cos?p—¢'? Sin? p)
dt— 2 el—¢? Jaw’
da __ _Kleg ssé

2z 2
7= Zw(s ) (Cos*p — Sin"p),

en dus bij verwaarloozing van de penodische termen

3¢ =10, de=0, 3»1...——-—(5 +¢'2)¢, 34_—-8«—t

en deze kan men, daar p? inderdaad uiterst klein is, verwaarloozen.

Evenzoo geeft de term van D
-—1 'Iel
K3 )
4 ) 8 K2y
3¢ =0, 3¢ =0, n—-‘i—;:-(e +¢%)e, Su_—gg -;t (215)

Verder blijven van D en E nog over

Yy Astron. Nackr, v° 925 u.s.w, Bd. 89 und 40.
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/ ’
D=- %’i wee' 03, B —=-— g—- wh?(e?—¢"*)Sinp.Cosp,
die met (206), (207), (208) geven
/ !
%—_—_-— "—;—((e" - &) Sinp.Cos®ps+ 8ec’? Sinp.Cosp),

d 7
j-: =-——% ((e* —¢'2) Sin®p.Cospe'—8e® & Sinp. Cosp),

at — 6

de W (—(e’—s”)(e’+s"3)Sin’p.Cos“p+3s’s"(Cos"p-—Sin'[;))

it~ 6 )
En dus met (215)

dn ___ pee (—3(5’ Cos*p—e'? Sin® p) + 2(s2—+¢' )Sz’nzp.(,'os"‘p)

g2 —g'2

g3—¢'2

3 =10, d¢=0,

— 5 Wi 3#I2 9 7
3y = 24£syt+ﬁ -;,—(e +4¢%)¢,

19 ’
S =——418 PAGE TR B ’3i2- E—:— A

Hieruit ziet men, dat wanneer ' niet zeer klein gesteld wordt,
in den slingertijd en de draaiing van de groote as der slingerings-
ellipsen, voor de draaiing van den slinger om zijne as, nog eene ver-
betering moet worden aangebracht, die door (216) wordt bepaald.

Bij eene andere gelegenheid zal ik ook de storingen in de elemen-
ten, ten gevolge daarvan, dat g—p niet juist nul is, langs den door
HanseN gevolgden weg bepalen, en daardoor de uitkomsten van
Hoofdst. II en van § 6 van dit Hoofdstuk onmiddellijk bij de for-
mulen van HANSEN aansluiten.

§ 9. Over de formule van BRAVAIS.

50. Wij willen hier nog de formulen afleiden, die BrAVAIS !) ter
berekening van zijne proeven gebruikte, en die in de onze als bizonder
geval natuurlijk bevat zijn. Verwaarloozen wij dus B in § 5 en
stellen wij p—¢==0 in § 6, zonder iets over R te onderstellen,
200 hebben wij respectievelijk het geval van den enkelvoudigen of
van den samengestelden slinger, wanneer deze een omwentelings-
lichaam om de verbindingslijn van ophangpunt en zwaartepunt is,
en om het eerste vrij drasiien kan. De slingeringsellips blijft, we-

) Liovvitie, T. 19,
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gens ¢ — standvastig, voortdurend dezelfde, en draait met de snel-
heid —(y'+ ;). Neemt men als slingertijd dien, welke verloopt
tusschen twee opeenvolgende overgangen van het bewegende punt
over dezelfde helft van de groote as van zijne baan, dan laat zich
het verschil van den slingertijd in de gestoorde en in de ongestoorde
beweging als volgt berekenen. %I-? g geeft aan, om hoeveel het
punt in zijne baan ten opzichte van de y-as in elke slingering ach-
terblijft. Het achterblijven ten opzichte van de groote as van de
ellips verschilt hiervan tengevolge van de gelijktijdig plaats grijpende
draaiing van de ellips over de codrdinatenassen, om den tijd, waarin
het punt in de ellips van het suijpunt met de y-as bij het begin
der slingering tot haar snijpunt bij het einde van de slingering loopt.

2
Deze tijd staat tot —’; in dezelfde verhouding als de kleine ellipti-

sche sector, die gedurende eene slingering over de eene helft van
de y-as heen beweegt, tot het geheele oppervlak der ellips. Vatten
wij die helft van de y-as in het oog, welke met positieve snelheid
in de richting van de z-as overschreden wordt, zoo vindt men voor
deze verhouding gemakkelijk

, o' b Sin® T,
(v 4+ %,9) A (217)
2
Want de inhoud van den elliptischen sector, die in —;” over de

y-as beweegt, is
¥r 14X,
p 2dt¥i

waar y,% de waarde van y, is, wanneer het punt met positieve snel-
heid deze as overschrijdt. Nu is volgens (164)
Fyi= “——:Sin’qt";
4
daar volgens dezelfde formulen en wegens z, == 0,
Sinpt' =0, en dus Sintqt’ = Sin?T,

is bij het overschrijden van de y-as, en verder

aXx ,
at ==(y"4+r,3)

gegeven was, verkrijgen wij
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L, 008X vtes
7Y dt p?.
Voor de hoekoppervlakte O van de ellips vonden wij, afgezien van
het teeken,

.2
oy Sin® T,

2-3’],;- Sin Ty &' (1—2).
(Zie (178) en (174)). Het xy-stelsel is genomen in een horizontaal
vlak op den afstand VP van het ophangpunt; dus ’t oppervlak van
de ellips, beschreven door het snijpunt van de slingeras met dit ho-
rizontaal vlak,

27 . —_—

o Sin Ty g (B — ),

met o' = %—"; dus komt voor de verhouding van het oppervlak van

den sector, die over de y,-as beweegt, tot het geheele oppervlak van
de ellips
orVa(l—a) ?

deze grootheid is, afgezien van het teeken, de verhouding van wat

—(v'+#,8)

2
aan 7 moet worden toegevoegd in eene volledige slingering tot —;;

d .
en dus moet aan -, afgezien van het teeken, worden toegevoegd

at
@ \/W’_TQ_ i
PV (1=d)

Is de beweging in de ellips, als in de fig. 9, negatief, zoo moet
deze tijd afgetrokken worden; en moet dus — \/WT‘, in plaats van
VSin® Ty worden genomen, terwijl dan is volgens (102) SinT, zelf
=4 V Sin?® Ty. Is de beweging positief, als in fig. 10, dan moet die
tijd bij = worden opgeteld, maar dan is SinT, zelf — VSin? T,; z00-
dat men steeds moet nemen e

(o 4y 8) —oinTn_
p Ve (I=4)

.. d d . .
als correctie in —- om ( 0—1—:—') ten opzichte van de groote as te vinden.

at
(d") e L (218)

(' +u,9)

Dan vindt men echter
‘ﬁ 1 6 ...........
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eene bekende formule voor den enkelvoudigen slinger, die men reeds
bij LAGRANGE ') en voor het geval van LAGRANGE’S samengestelden
slinger (zie (214)) bij Hansex (L c. S. 49) vindt; en die uitdrukt,
dat de slingertijd in de verhouding
a® +b*
1:
1+ 16

vergroot wordt. Bij cirkelvormige slingeringen moet men den slin-
gertijd nemen ten opzichte van eene as, die in den cirkel met de
snelheid —(9'4 p, s) rondloopt. Is o' =0, zoo blijft alleen de
beweging van de groote as tengevolge van de eindige amplituden
%%f— = %{— ab (zie n°. 47) plaats vindt;
deze as doorloopt dus in 2¢, den hoek } #ab, die tot den geheelen
omtrek in de verhouding $aé staat. Trekt men derhalve in de baan
van een punt, dat op de verbindingslijn van ophangpunt en zwaar-
tepunt van den slinger ligt, uit het middelpunt in willekeurige richting
een straal; en verstaat men onder slingertijd den tijd, die tusschen
twee opeenvolgende overschrijdingen van dienzelfden vasten straal
verloopt, zoo is deze in de verhouding

1:1—-34d
gewijzigd ; of de slingertijd, zoo opgevat, staat bij kleine maar ein-
dige cirkelvormige slingeringen, tot die bij oneindig kleine amplituden
in de verhouding

over, die met de snelheid 3

aZ
1 ——4!—: 1.

Dezelfde opvatting van den slingertijd legt Bravais ?) klaarblijkelijk
ten grondslag aan zijne gevolgtrekking, dat de slingertijd in ’t alge-
meen zonder nadere aanwijzing over den straal, ten opzichte waarvan
men hem bepaalt, voorgesteld kan worden als functie van de
assen der ellips alleen; en wel door

. 1 a4+ —6ab
tSB='!’7r\/'; (1+—T——), ..... (219)

waar g de versnelling van de zwaartekracht aanduidt.

Het valt echter terstond in het oog, dat dit niet het geval is;
want de zoo opgevatte slingertijd is afhankelijk niet alleen van den
vorm van de ellips, maar ook (170) van hare ligging ten opzichte

1) Mée. I1. 177, Ed. BERTRAND.
?) Liovvitte, T. 19, p. 11.
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van den gekozen vasten straal (het gekozen verticaal vlak). Ofschoon
er nu op dit punt eene verwarring in de bewijsvoering van BravaIls
bestaat, past hij de formule toch juist toe; want hij brengt in den
waargenomen tijd van overgang van het bewegend punt over een
zekeren straal van zijne baan eene verbetering aan, nl. het verschil
van den tijd, waarin het van daar tot aan de groote as loopt, en
van den tijd, waarin het, in een cirkel met gelijkmatige snelheid
rondloopende, hetzelfle punt van de groote as zou bereiken. Deze
laatste tijd bevat den tijd, waarin de hoek van de groote assen der
ellips bij het begin en bij het einde van de slingering door het,
met eenparige snelheid in den cirkel rondloopende, punt afgelegd
wordt. De beteekenis van den door Bravais in de formule (219)
bedoelden slingertijd #gp is!) dus die, welke men na het aan-
brengen van de beschreven verbetering uit den slingertijd
ten opzichte van een vasten straal vindt. En wanneer 5’ niet,
zooals wij tot nog toe aannamen, 0 is, is de weg, die dat denkbeel-
dige punt over den cirkel in eene slingering aflegt, samengesteld uit
—2¢'¢, en uit 2#ab, de laatste in den zin van de beweging in
de ellips; men vindt dan den slingertijd, nadat de correctie voor de
afwijking van de groote as van den gekozen straal is aangebracht,

] 2 Nz
tSB.-_—_27r\/ <1+“ +66 6ad Vy t’), .. (220)
x

waar het teeken -4 genomen moet worden, al naar mate o' en de zin
van de beweging in de ellips dezelfde of tegengesteld zijn. Dit is
de formule, volgens welke BravATs na het aanbrengen van de meer
genoemde verbetering voor de groote as uit den tijd, die tusschen
opeenvolgende doorgangen van zijn slinger door een zelfde verticaal-
vlak (datvan de asvan zijn theodoliet) verloopt, de draaiingssnelheid
der aarde, ¢', berekent.

Bravars stelde bij zijne afleidingen R — 0, dus ¢’ = y,; uit de
gegeven afleiding blijkt echter, dat ook voor LaerANGE’s geval van
een samengestelden slinger dezelfde formulen gelden, en dat hierbij

slechts
" 2P—R Po )
7 21) (710 + R

YOOr %, in de plaats komt.

1) Zooals ook blijkt uit de slotzinnen van zijne Nofe sur une formule de
LAGRANGE, relative aw mouvement pendulaire, 1.c. p. 49 et 50,
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HOOFDSTUK L

AFLEIDING VAN DE FORMULEN

In het experimenteel gedeelte van dit proefschrift wordt een slin-
ger beschreven, waarmede de verschijnselen, afgeleid in Hoofdst. II
en III van het 1¢ Stuk ,Over de betrekkelijke beweging,” proefon-
dervindelijk door mij zijn nagegaan. Bij de vergelijking van de
waarnemingen en van de theorie in haar eenvoudigsten vorm, d.i.
bij de eenvoudigste onderstellingen over den slinger, vertoonden zich
regelmatige afwijkingen, die mij tot tweeerlei theoretische ontwikke-
lingen voerden. Zij zijn in deze afdeeling te zamen gevoegd en
vormen het wiskundig betoog der uitkomsten, die in het proefonder-
vindelijk gedeelte zonder verder bewijs worden gebruikt.

Bij deze ontwikkelingen heb ik slechts die afwijkingen van de een-
voudigste onderstellingen over den slinger in aanmerking genomen,
welke men bij de proeven moeilijk vermijden kan; en ben ik van
de behandeling van overeenkomstige vraagstukken, wier algemeene
oplossing evenmin gevonden kon worden, zooals b.v. die van HANSEN
en Dumas (zie 1° Stuk, n°. 11), vooral daarin afgeweken, dat de benade-
ring steeds slechts zoover voortgezet wordt, als de waarneming dit
vordert; zoo staat deze afdeeling in het nauwste verband met het
experimenteel gedeelte, en moet het bewijs, dat de achtereenvolgens
gemaakte onderstellingen op mijn slinger toepasselijk zijn, ook in
het laatste gezocht worden.

De verkregen formulen zijn verder toegepast op de verklaring van
de afwijkingen, die bij de proeven van Foucaurt en BravAis werden
waargenomen.

8*
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§ 1. Vorming van de karakteristicke functie. Splitsing in ecene
ongestoorde beweging en eene storingsfunctie.

Wij nemen vast in de aarde een linksch codrdinatenstelsel der
%4, Yos 2o aan. Den oorsprong plaatsen wij in de scherpe kant van
het naar boven gerichte vaste mes en wel in het ophangpunt van
den slinger. Als z,-as nemen wij de naar beneden gerichte verbindings-
lijn van het ophangpunt en het zwaartepunt van het slingerlichaam,
wanneer dit zich in zijn evenwichtsstand (in rust) bevindt. Wan-
neer de slinger een mathematische was, zou dit de naar beneden
gerichte verticaal op de plaats van de slingerende massa zijn; nu
wij een samengestelden slinger hebben wijkt de z,-as iets, maar uiterst
weinig, af van de verticaal, zooals wij bij formule (35) nader uiteen
zullen zetten. Het x,2,-vlak leggen wij door de z,-as en de scherpe
kant van het vaste mes. Eene kleine draaiing m, van dit codrdinaten-
stelsel om dey,-as, links omgaande positief gerekend, moge de z,-as
in de scherpe kant van het vaste mes brengen. De codrdinaten van
het punt z,, y,, 2z, ten opzichte van dit nieuwe codrdinatenstelsel
zullen wij @, y, 2z noemen; dan is

z=12z,Cosm, 4 x, Sinm,
2=y Cosmy—z Sinmy, y ... ...... @
Y=Y,

Op het vaste mes leggen wij een lichaam, dat er om draaien kan,
den drager; en hieraan wordt het slingerlichaam met een tweede mes
zoo opgehangen, dat de naar beneden gerichte scherpe kant van het
laatste, de scherpe kant van het eerste mes juist in den oorsprong
van de =z, y,, 2, coordinaten snijdt. Wanneer nu het geheel zich
in zijn evenwichtsstand (in rust) bevindt, moge eene links omgaande
positief gerckende draaiing mg; van het x, y, z-stelsel om de 2-as
het zy-vlak in het vlak van de scherpe kanten van beide messen

brengen. Noemen wij de codrdinaten ten opzichte van het ry z-stelsel
in zijn nieuwen stand 2', y', 2/, dan is dus

P =z,
Yy =yCosmg+ zS8nm,, B )]
2 =2Cosmy—ySinm,.

Rindelijk willen wij aannemen, dat eene nieuwe drasiing m, van

het a', y', #-stelsel, om de z'-as, links omgaande positief gerekend,
de y/-as in de scherpe kant van het bovenmes doet vallen.
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Wij kunnen er nu toe overgaan om de plaats van elk punt van
den drager en van het slingerlichaam, wanneer het geheel in een
willekeurigen anderen stand gebracht is, wit te drukken door de
draaiingen, die om elk der messen plaats gevonden hebben, en door
de coordinaten dier punten ten opzichte van codrdinatenstelsels, die
respective met beide deelen van den toestel vast verbonden zijn.

Tot codrdinatenstelsel vast met den drager verbonden kiezen wij
dat, hetwelk in den evenwichtsstand van den toestel met dat der
z', y', 2 samenvalt; heeft dus eene draaiing om het vaste mes,
@, linksom gaande positief gerekend, van uit den evenwichtsstand
plaats gegrepen, zoo staan de codrdinaten ten opzichte van bet vast
met de aarde verbonden stelsel der 7', y’, 2’, tot de onveranderlijke
cobrdinaten van de punten van den drager {en opzichte van het
xy, U1, 2,-stels:l en tot de draaiing g in de volgende betrckking

y, =y Cosp + 2 Sinp,
2y, =2 Cospu—y Simpe, { ... ....... 3)
T, =x.

Dezelfde vergelijkingen bepalen de codrdinaten van de punten van
het slingerlichaam ten opzichte van het met de aarde vast verbonden
stelsel der z', y’, 2z, wanneer u en de cobrdinaten dier punten ten
opzichte van het met den drager vast verbonden stelsel gegeven zijn.
In plaats hiervan willen wij echter eerst een ander stelsel, dat even-
eens vast met den drager verbonden is, invoeren door het z,,y , 2z -
stelsel om de z,-as te draaien om een linksomgaande positief getelde
hoek m,, en de y,-as in de scherpe kant van het tweede mes te
brengen. De cobrdinaten ten opzichte van dit stelsel »,, y_, 2z,
worden bepaald door

zy =, Cosm, 4y, Sinm,,
¥1s=y, Cosm, —z, Sinm,,
3, =z,

. (4)

Heeft nu om het tweede mes eene draaiing v plaats gevonden en
kiest men als stelsel, dat vast met het slingerlichaam verbonden is,
@,y ,z , datgene, hetwelk met dat der x,, y , z, samenvalt,
zeolang het slingerlichaam ten opzichte van den drager dezelfde lig-
ging behoudt als in den evenwichtsstand van den slinger, zoo is dit
codrdinatenstelsel nu v om de y, en yg-as gedraaid, en

Ys = Ys2>
zy == 2z, Cosv 4z, Sinv.

)]

Ty =, Cosv—2z, Sinv, (
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Hiermede is ook de ligging van elk punt van het slingerlichaam
uitgedrukt in de onveranderlijke z;, y;, z; en in de draaiingen
@ en v.

Volgens het vorige kan men schrijven (3, 4, 5)

=8 4B,y +y,d, ¥ =a,x, ey, tayz,,

Ys =a, 8 +6,y +y22, ¥ =B1x,+B2y;+PBszy,) - (6)

2, =, 8+ B,y +y &, d=y2,tvaystuse,,
wanneer

a, = Cosm, Cosv, B, = Cosp Sinm, Cosv+ SinpSinv,

v = SinuSinm, Cosy— Cosu Sinv,
2y = — Sinm,, B, = Cosp Cosm,, v, = Sinyu Cosm,, . (N
o, = Cosm, Sinv, s == Sinv Cosp Sinmy, — Sinp Cosv,

v = Cosp Cosv + Sinv SinuSinm,.
Evenzoo met (1) en (2)

¥ =a,"wytay "y, tay"z,, wy=a,w+B,"y+v,"7,
=B By + B 20, Y= AB Y 4,7, - (8
=y "wo+ya Yo+ v 7, zo=¢3"w'+Bs"y'+7.~,fz}

als

a,"==Cosm,, a,"=0, ay" =— Sinm,,

B, =S8inm,Sinmy;, B,"=Cosmy, P;"=~Cosm, Sinmy,} . (9)

. e« _
y"=S8inm, Cosmy, y,"=—Sinmgs, ;"= Cosm, Cosm,.

Om de beweging van den slinger te leeren kennen, is het nu in
de eerste plaats noodig zijne levende kracht uit te drukken. Daartoe
willen wij nog een coordinatenstelsel invoeren, namelijk dat van de
hoofdtraagheidsassen van het slingerlichaam in den oorsprong der
T,, ¥,, 23 om welken het draait. De codrdinaten van het punt
#,,ys, 2, ten opzichte hiervan zullen wij met u, v, w aanduiden en

u=ua, +51‘ys + 71'1a,
v—ay @, 4B Yty ey (10)
w=ua; v;+ 63'3{3 +7s' 2,
stellen. De negen cosinus «#,’....y," kan men als volgt door drie
hoeken @, 8,, ¥y nitdrukken. Men draaie het stelsel der 5, y;, 75
linksomgaande positief tellende J, om de z,-as, dan evenzoo ¢, om

de z;-as in hare nieuwe ligging en eindelijk evenzoo 6, om de
ys-88 in den stand, dien zij nu inneemt; dan is
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e, = Cosby Cosy— B, == Sindq Sinb, Cos, +
— Sin®, Sindy Sin by, 4 Oosb, Sin,,
oy = — CosP, Sin,, B = Cos P, Cosi,,
a; = Sinf, Cosdy + By ==—8in®, Cosb,; Cosb, 4
+ Sindy Cosby Sindy, + Sinby Sind,,
7 =~ Cos P, Sind,,
s = Sind,, e an

y3' = CosP, Cosi,.

Noemen wij P, @, R de traagheidsmomenten van het slinger-
lichaam om de assen der #, v, w, en p, ¢, » de ontbondenen van
zijne oogenblikkelijke draaiingssnelheid volgens de richtingen die de
u, v, w-assen gelijktijdig hebben, zoo is de levende kracht 7', van
de beweging van het slingerlichaam, volgens bekende eigenschappen,

L(Pp*+Qe* +Br)=T,...... ... {12)
Om de p, ¢, » uit te drukken in g, v, ;1” d;, merke men
op, dat
p==a,/7+B,/ 2 +v:r,
G=as"7+By %+ 7Py oov e (13)

r=ua; v+ x+vs¢

is, wanneer TI, x, p de componenten van de draaiingssnelheid vol-
gens de oogenblikkelijke richtingen van de assen der #,, ¥, 23 zijn,
en deze worden bepaald door

T=a sd;; +'33d{3, +9 3%’
x=2, dd“; +6, %0 ‘w" +o, d;;, ...... (14)
zoodat #x = Cosm, Cosv %,
% ——-%-—Sinm, %’—:, .......... (15)

N du
p = Cosm, Siny %

en als men nog het symbool
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agg = Pa,'B," + Qua,’ By’ +RBay'By
€N g, BRRs Byys Ggy, Gy Met analoge beteekenis invoert, wordt

TP = % {“aa w? + aﬂﬂx,"l’a;’yl’,'*’ 2auﬂ 7’76+2“ay WP+2“ﬂny} A7)

d
De levende kracht van den drager 7',, hangt alleen af van :z%;
2
wij stellen 7, =1 W(‘fl—’:) ........... (18)

De levende kracht van den geheelen toestel wordt dan (15, 17, 18)

du\? (dv\? dudy
=T I — A" l Y idd | 447 -

T s+ 1 (dt) (dt) dt d¢
waar

. (19)
QA = W4y, Cos*m, Cos*y tagg Sin'm, + a,, Cos*m, Sin® v+
+2a,, Cos*m, SinvCosv—2a,gCosm, Sinm, Cosv —
—2ag, Cosm, Sinm, Sinv (20)
24" = aﬂlg
24" = =2y, Sinm, +2a,5C08m, Cosv+2a,3Cosm Sinv.

Neemt men aan, dat het zwaartepunt van den drager slechts om
eene kleine grootheid van de eerste orde afwijkt van het ophangpunt
van den slinger, en dat zijne massa ten opzichte van de massa van
den laatste eveneens van de eerste orde klein is, met dien verstande,
dat eene kleine grootheid van de tweede orde niet meer waargenomen
kan worden, zoo zal de verticaal in het zwaartepunt van het slinger-
lichaam alleen slechts onmerkbaar weinig van de z,-as afwijken, in
allen gevalle laat de krachtfunctie der op den slinger werkende krachten
zich dan zeer eenvoudig uitdrukken door de x,y, codrdinaten van een
punt, waarvoor deze in den evenwichtsstand nul zijn. Eindelijk zijn het
juist deze grootheden, die waargenomen worden, daar men de afwij-
kingen van de kruisdraden uit den evenwichtsstand in den kijker
nagaat, en wij zullen ze dus in x en v uitdrukken. In den even-
wichtsstand zij dus

2g =0, yo=0, z,=1;
dit punt heeft in het z,, y,, 2,-stelsel, wanneer de slinger zich in
den evenwichtsstand bevindt, en dus voortdurend in het z,, y;, 25-
stelsel, volgens (4, 6, 8) de codrdinaten

xy =a3" Cosmy + B;"Sinm,,
Y3 = B3 Cosm, —a,"Sinm,,

— L4
Z3 =173
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Hieruit vindt men die in het 2, y', 2/-stelsel en ten slotte die
in het 2, y,, 2,-stelsel van hetzelfde punt (met 6 en 8) bij andere
waarden van g en v

5 = (“l “1""" B] 6|,+ 7| 7'!')(“3'(08”1‘; + le‘&:nmz) +
+(2aa,"+ 828, +r27,")(Bs" Cosmy — ey Sinm?) 4 )
+ (2 2,488 +ysv, s
n=(2, 2"+ BBy "+ v . v:") (5" Cosmy+B," Sinm,)+
+(za 22"+ Bs By "+ 72 7,") (Bs" Cosmy— eoy" Sinm,) +
Flagay"+ BB "+ vs9.")vs"
Uit deze vergelijkingen (21) kan men x en v vinden uitgedrukt in
£ en »; en wanneer men deze uitdrukkingen in 7'(19) invoert neemt
deze den vorm

7= 4% (d‘g) +A’1"( ) +AE’7(§§) (%”) .. (22)

aan. Stelt men zich 4%, 477, 4" voor als oniwikkeld volgens
de machten van 2;‘ en , zoo zal men stellen kunnen:

A = AT AT A AZE S AT E A (29)

. (2

en even zulke vormen kan men aan 477 en A°7 geven. Dan willen
wij nieuwe cobrdinaten invoeren, ¢ en §, zoodat

n=10Coslp+PSindp,)
E=@Cosbp—b8inp,] "

is, en die ten opzichte van de krachtfunctie en de waarneming dezelfde
voordeelen hebben (zie onmiddelijk bij 20) als de £, w, en verder
Yp zoo kiezen, dat bij oneindig kleine amplituden de levende kracht,
die in ’t algemeen den vorm

a9 dd) db
—_1 b1 - =2
I= A( ) 7B<dt\, dt dt e (28)
heeft, den vorm

=i (33 in (3
aanneemt. Dan is
34 = A% Cos* Yp + 47" Sin* Yp + 4" Sin b Cos b, l
1}B=AEESm’ p + 4" Cos? dm—-d'”&mla,, Cosyp, . (26)
C =2 (-4 4 A7) Sinyp Cos Yp + A*"(Cos? yp—Sin® ¥p),

4, B, C zjn functién van @ en 6§, die men volgens machten van
deze veranderlijken ontwikkeld, als
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A:Ao+A¢¢+406+Aw2cp2+A¢&¢9+4396'+ ..... (27v)
voorstellen kan. Even zulke vormen kan men voor B en O nemen,

maar dan is Cj = 0.

Zullen ¢ en 8 deze eigenschap hebben van €, = 0 te maken, dan moet
A,
PRI
zijn. Den expliciten vorm van deze verschillende coéfficienten en
hulpgrootheden zullen wij eerst later geven, wanneer wij uit den
vorm van de karakteristieke functie voor de beweging van den slin-
ger de nauwkeurigheid afgeleid hebben, welke bij hunne berekening

in acht genomen moet worden.

Tg2yp =

Stelt men E:pl R .a-,?:-.—.p, e (28)
29 o6
. a9 . db . .
waar @ =— 7 o b= 77 1 en noemt men de krachtfunctie van

de algemeene aantrekkingskracht op onzen slinger U, en denkt men
zich de aarde een oogenblik in rust, zoo zou volgens (13) van Hoofd-
stuk. I van ’t 1° Stuk de karakteristicke functie # voor de beweging
van onzen slinger zijn

d dy
E= [—T-l- Udp, d—f-l—p,%]p
- [4

waar [],, beteekent, dat % in py, p,, ¢ en § moet worden uitge-
drukt. Dus volgen ((27) 1¢ Stuk Hoofdstuk I) en (25)

B A c
E=T-U=4% [Iﬁéz’f’t""ZB—_fipsa—gml’lf’z]“U(m))
Zijn de ontbondenen van de draaiingssnelheid der aarde volgens
de hoofdtraagheidsassen van den slinger in hunne oogenblikkelijke
ligging en volgens de scherpe kant van het vaste mes &,, &,, @,
en @, deversnelling van het ophangpunt in zijne beweging met de
aarde 0o, de hoek tusschen deze en de verbindingslijn van ophang-
punt en zwaartepunt f, het product van de massa van het slinger-
lichaam en den afstand van het zwaartepunt tot het ophangpunt _ﬂ_l,
g

waar g de versnelling van de zwaartekracht is, en
M
=- 7 Cosfr ........... (30)
L="Ppa,+Qa,+ Rrd,4 Wi, —
26 = Pa, 4 Qi > R ... ..... (3@)
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200 is volgens de theorie der betrekkelijke beweging (1¢ Stuk Hoofd-
stuk II, 63) de karakteristieke functie van den slinger op de draai-
iende aarde

e IR

waar L,, uit L ontstaat wanneer men voor %? en gg hunne uit-

drukkingen in p, en p,, die voor de ongestoorde beweging (F) gelden,
schrijft, of

A4

. B, c
=1 —— “ e
7[43_02’”‘ Iy Rty 0*’”"”]

3 LoL
~U—K~L,- G+2W{B( L) +A(§f) zciqw}
(35)

en de krachtfunctie der zwaartekracht voor den slinger in een be-
paalden stand in rust gedacht

De bewegingen bepaald door H volgens (83) kunnen wij niet
algemeen, maar slechts door ontwikkeling in reeksen tot een wille-
keurigen graad van nauwkeurigheid aangeven. In dit geheele onder-
zoek, hetwelk ten doel heeft de bewegingen van den slinger met de
nauwkeurigheid aan te geven, die in de waarneming bereikt kan
worden, is de orde van de voorkomende kleine grootheden van het
meeste belang. Wij zullen de draaiingssnelheid der aarde steeds als
eene kleine grootheid van de tweede orde beschouwen. Deze is
ongeveer {5'5g, van de eetste orde is dus eene grootheid die van
145 slechts door een kleinen factor verschilt. Herinneren wij ons
nu het eenvoudige theoretische geval, dat in § 4 van Hoofdst. I1I
van ’t 1¢ Stuk besproken werd, waarbij aangenomen wordt, dat de
traagheidsassen met de messen en deze in den evenwichtsstand met de
x, en yq-assen van dit Hoofdstuk samenvallen. Daarbij kwamen veran-
deringen in den vorm en de ligging der slingeringsfiguren voor, die
met eene snelheid van de orde der draaiingssnelheid van de aarde plaats
vinden; gedurende een tijd (den duur van de daar geschetste proef),
die van de tweede orde groot is (b. v. 10000") worden deze veranderin-
gen eindig; nemen wij bijvoorbeeld aan, dat het verschil tusschen de
ligging van de groote as der slingeringskrommen, die op de in rust
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gedachte aarde zich vertoonmen zou, en die zich werkelijk vertoont,
aan het einde van een proef 1800 is, wat zeer veel is. Het tien-
duizendste deel hiervan ontsnapt aan de waarneming, want de nauw-
keurigheid van de bepaling der hoeken is hoogstens 4'. De nauw-
keurigheid van de bepaling der assenverhouding in de slingerellips
met den oculairmicrometer blijft in ’t gunstigste geval beneden ;§y;
een verschil van de assenverhouding aan ’t einde van de proef in
de gestoorde en ongestoorde beweging van 1, — zoodat bijv. cirkels in
plaats van rechte lijnen optreden, of positieve ellipsen met Ty x — 4 in
plaats van negatieve ellipsen met 7y x =1, — moet even als het te
voren aangenomen verschil in azimuth als zeer groot worden beschouwd;
en het is dus duidelijk, dat ook in zijne uitwerking op den vorm
der ellipsen een deel van de geheele storende werking, dat van de
tweede orde klein is, aan de waarneming ontsnapt, terwijl een deel
van de eerste orde klein, bv. ;';, zeer goed waar te nemen is. Men
kan dus met het oog op onze proeven en de gegeven definitie van
eene kleine grootheid van de tweede orde, deze als oneindig klein
beschouwen.

De amplitude der slingeringen werd door mij van de eerste orde
klein genomen, omdat bij kleinere amplituden toevallige schuddingen
en trillingen van den toestel, die ik niet kon voorkomen noch in
rekening brengen, op de verschijnselen een merkbaren invloed konden
unitoefenen.

Wij ontwikkelen nu

V=0 U 04Tl 4T §1 4 U (00407, 04 T O 4
+ U’¢,O,¢’9’+U'o,9"+l/"ﬂ ..... .. .. (35)
G=6+G Q+Gp04+G 101+ G 4 B0+G 6 +Gy. . . . (36)
L=L0¢¢+L006+chpe’+Lge£p+}:z<p¢+Lgeé+Ln. .. (3D
volgens machten van @, 0, ¢ en §, en ontbinden de karakteristicke
functie H (zie 33) in een hoofdlid van de tweede en een storings-
functie van hoogere orde. De coéfficienten in L, LY, L':,’ enz. zijn
standvastigen van de tweede orde (zie 81, die van G van de vierde
orde. Het is echter niet doelmatig de karakteristieke functie zoo in
een hoofdlid en eene storingsfunctie te ontbinden, dat in de laatste
de grootheden L’{,’d’, L}? § s G' 9, G 06 als storende termen voorko-

men, omdat deze ten opzichte van de amplituden alleen van de eerste
orde zijn. Ten gevolge van de bizondere keuze van de z,-as zijn
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U 'q‘ en U7 o beide nul; verder beval U’y slechts grootheden van

de zesde orde, waarin minstens de tweede macht van de amplituden
@ en ¢ voorkomt, en zulke grootheden van de vijfde orde, die ten
opzichte van de amplituden van de derde orde zijn; terwijl de coéffi-
ciénten U ’q g N U’qﬂ— U’ g1 standvastige grootheden van de tweede
orde ziju. Want afgezien van grootheden, die de tweede macht van
de draaiingssnelheid der aarde bevatten en ten opzichte van de am-
plituden van @ en 8 van hoogere orde dan de eerste zijn, zou de
krachtfunctie van het slingerlichaam

Us=MYI=@*—62 . ........ (35"
zijn, wanneer het zwaartepunt van den drager in de scherpe kant
van het vaste mes viel.

Immers wanneer wij voor een oogenblik als z-as van een rechthoekig
codrdinatenstelsel de naar beneden gerichte verticaal van het ophang-
punt, dit zelf als oorsprong en het verticaalvlak van het vaste mes
als wez-vlak kiezen, verder de zwaartekracht als onveranderlijk in
richting en grootte aannemen en zy, xm, ym de codrdinaten van een
punt noemen, voor hetwelk in den evenwichtsstand van den slinger
em—1, oy = 0, yu==0 is, zou de krachtfunctie van de zwaarte-
kracht Mzy zijn, of

M'zM:M\/l—m;i—yﬁ.
Wij kunnen dit ontwikkelen volgens evene opklimmende machten
van oy en ¥y
332 2 m'l ¥ x? *
Mz.\.zM(l-%’—zg’—%ﬂ—?g—ﬁzﬁw...).

Proefondervindelijk is het echter gebleken, dat de zwaartekracht
niet onveranderlijk in richting en grootte is, maar dat zij bij ver-
plaatsing van haar aangrijpingspunt verandert om eene grootheid van
de tweede orde ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde.
Daardoor komen bij de ontwikkeling van de krachtfunctie in eene
reeks in ’t algemeen termen van dezen vorm

agt axu+bym+tceyt dyl +exnyn +feytenz., . .. (359)
waar echter de standvastige coéfficienten a,, @, & enz. van de tweede

orde ten opzichte van de draaiingssnelheid der aarde, dus volgens onze
definitie van de vierde orde zijn. Uit dezen vorm van de krachtfunctie

U =M+ta,+oxy+byntal (- $ M4c)+yl (—4 Mid)+omynet . . (35%)

volgt, wegens
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=atay(-M+2¢)+ymed ...,

o
dz
oU
-—972 btyn(—M42d)+aned ... .,

dat de slinger zich in ’t algemeen niet meer in evenwicht bevindt,
wanneer Zy en yy nul zijn, zoodat de verbindingslijn van zwaarte-
punt en ophangpunt in de verticaal van het laatste valt, maar
wanneer

ey=oa+Rcxytymet....

Yy =0+ 2dyy+ayet+ .. ..

of in eerste benadering xy=—a, yn =06 is. De verbindingslijn
van zwaartepunt en ophangpunt in den evenwichtsstand wijkt dus
om eene grootheid van de vierde orde af van de verticaal van het
ophangpunt. Namen wij voor de richting van de z-as oorspronkelijk
die van de verticaal op de plaats van het zwaartepunt van den slin-
ger, zoo zouden wij op dezelfde wijze tot de slotsom komen, dat de
verbindingslijn van het ophangpunt en het zwaartepunt ook van deze
om eene grootheid van de vierde orde afwijkt. Herinneren wij ons
nu, dat het x,, y,, z,-stelsel zoo aangenomen werd, dat de z,-as
in die verbindingslijn valt, zoodat dit stelsel slechts om grootheden
van de vierde orde van het hier ingevoerde verschilt, zoo kan men
Zy en yy als functie van £ en v in dergelijke reeksen als (85¢) ont-
wikkelen, waar de standvastigen a,, @, &... van de vierde orde
zijn; en deze in (359) invoerende zien wij, dat men in plaats van
de =y en yy in de krachtfunctie U overal £€4a en #+4&6 mag

schrijven zonder fouten van lagere orde dan de achtste te maken;
dan wordt

(1B B nt &
U"'M(l s 98 " ® 2 ')+
SR A X ATEE TR (85°)

waar ¢’, d, ¢ enz. allen van de vierde of hoogere orde zijn. Hier-
mede en met (24) is bewezen, dat bij deze onderstelling over den
drager in (85") slechts grootheden verwaarloosd =zijn, die in ’t ge-
heel van de zesde en ten opzichte van de amplitude van de tweede
orde zijn.

Wanneer men nu in aanmerking neemt, dat het draaiingsmoment
van ‘den drager niet nul maar klein van de tweede orde is, zal wen
de krachtfunctie van den drager U’p in ’t algemeen in eene reeks



129

van denzelfden vorm als (356¢) kunnen ontwikkelen en met ¥’y samen-
vatten tot
U="U0Us+ Ub,

eene reeks van denzelfden vorm als (35%), waar echter de kleine
standvastigen @, &.... van de tweede orde zijn. Daaruit volgt
weder eene afwijking van het x,, gy,, z,-stelsel van het zoo even
aangenomen z, ¥y, z-stelsel, in dier voege, dat nu kleine grootheden
van de tweede orde de afwijking van de z,-as van dit @, y, z-stelsel
bepalen; en dat men in de reeksen

en=E+aEtantaBtaEntant. ..
=+ b E+ 0, n 4 b8+ b Ent bt ..
nu voor @, ...... , by enz., grootheden van de tweede orde heeft.
In (35%) gesubstitueerd, geven deze weder (85¢), maar nu met ¢
enz., van de tweede orde; en hiermede is onze bewering omtrent
Ur, Ugg en Uy, — U'yg, bewezen,

Grootheden in H (zie 88), die van de vijfde orde, dus ten opzichte
van het hoofdlid van de derde orde zijn, zullen de veranderingen
van P en 0 tengevolge van het laatste alleen in ’t algemeen om
grootheden wijzigen, die ten hunnen opzichte eveneens van de derde
orde klein zijn. Maar in een tijdsverloop, dat van de tweede orde
groot is, zullen die wijzigingen zich kunnen samenvoegen tot eene
grootheid van de eerste orde ten opzichte van de veranderingen, die
@ en 0 door het hoofdlid ondergaan. Dus kunnen grootheden in H,
die van de vijfde orde klein zijn, nog een merkbaren invloed op de
verschijnselen uitoefenen; en moeten wij deze in de ontwikkeling van
H nog opnemen. Maar wanneer men dezelfde redeneering op de
grootheden toepast, die van de zesde orde klein zijn, en zich herinnert,
dat wij grootheden van de tweede orde als oneindig klein mochten
beschouwen; ziet men terstond in, dat deze geen merkbaren invloed
op de bewegingen van den slinger kunnen uitoefenen en dus ver-
waarloosd mogen worden.

Voor de karakteristieke functie H komt dus (37 vig.)

__Bp,'+4p,*~20p,p, .M M M B
o= 2(.41;—0’) =U, +—2— ¢’+?6’+?(¢1+5 ) 4
1 AL\? VAL 3L 3L
U’wwrm{B(a”é) +4(3) Posa sl (Y

P o - 8 . @, ® ., s o
—L39—L, =L @b—Ly0¢—L"dd—L i,
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waar het verschil van M, M’ en M’ eene kleine grootheid van de tweede
orde is, en in L volgens Hoofdstuk I van ’t 1% Stuk in plaats
van ¢ en § mog hunne uitdrukkingen in p, en Pa, die voor de
ongestoorde beweging zouden gelden, geschreven moeten worden;
dit zijn

dd’__B]’n'“CPz a6 _Apz-opl b
dt — 4B—ct @t T 4B-0¢ (38%)

Dan wordt wegens

z |
a%:;:‘jw:gcp.u::ol
LSRR SIPOUNE S (39)
a6 0T e o

hetgeen tot op eerste machten nauwkeurig is,

_Bp.’+4p,’—20p pﬂ %I_I. E T __ _'y_ 2 12
H= 2 4 B=CY) +5 91 5 00— Ugedtt T (92 44)

L!(Bp,—Cp,)+ L (dp, —Cp,) s

—standvastige — B0

(L0 (4ps—Cp )LE(Bp,— Cp,)]9—[Lg(Aps—Cp,)+ LY (Bp, —Cpy)]e
+ AB=0° +
B(IP+I0Q+ L]0 + A(LT+ LT 0+ L3 6)
2(4B-07) -
C (LY + L2 +1Y (LY +I0 0+ 1D)
- @B=0Y) .

(40)

Wij ontbinden dus de karakteristieke functie H in

B,p'+4,p,2=2C,p,ps +l_[,_'
A,By—C,? 2
(13 (Boz, = Cup.)+ Ly (4u2s=Cop)] | us)
4,B,~C,"
4,L%2 4 B,1°*—20,2°L?
179 ", 0590
H AoBo“‘Co’

E=] o4 % §2—standvastige -

i
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g—=1(B2. +4p,*=2Cp,p, Bop.‘+dop.’-20wm_)__m_
- AB—(? 4,B,-C,?

. M Bp,—0Cp, Bop,—Cyp )
U 4+ — (2 2\ . T9 t 2 _ o2\ __
po®l+ (@246 Lo(AB-—C, 4,B,—C,?

_r? (Apg—(}}h _Aopz_coﬁl)_'_
AB—0C, A,By—0C,*

[ALO "£BL) -9CLTLE 4, L%:4B,L% *~2C, L«’L“’]
+ 1 —

AB—(? A,B,—C,?
[L,,A(pg—bf)—cv(p.—Lz) » B —L7) - c'(p,—L“’)]
—oLL 4B-C? +2, 4B-C* -

¥ 8
[ e Ap. —L0)—C(p,— L] .,,B(Px‘l;:)"(/(l’z'l}o)]
-6l L .
9 AB-C? 0 AB-0?

Om nu de bewegingen van den slinger te vinden, moeten wij
beginnen met eene volledige oplossing te zoeken van de gedeeltelijke
differentiaalvergelijking, waarin & door

W e
p| _-a—¢-, _p2 ._—é’a— .......... (4‘4‘)

overgaat. Wanneer wij echter
— [ L4
wW=w+I1'04+ L0, l
o A L (45)

1

=26 H= 7

en Py

stellen en de willekeurige standvastige in E’ met %2 aanduiden,
wordt zij, daar Cy =0 is, tot

+P’ -+ ¢= J_W_eﬂ_.k ...... (48)

waaruit de oplossing 77’ met eene nieuwe standvastige « bepaald
wordt, door

AW = VOB Na—{ M0+ V24, Vl—a— LM P*dD,
oW AW

en met _— =3,

dz o ==

het reeds meermalen gebruikte stelsel van canonische integralen (zie
§ 1 van Hoofdstuk II van ’t 1¢ Stuk)

9

(43)
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¢=\/2(I;;,“)Sinpt, 9::\/——qut”

o
t=t = _\/ , g—-\/~, ¢ =t-5—8,
s P yo B,

= V24,(h—2), 7)) =V2Bya . ... (470

zou volgen. Volgens (45) en omdat L:’ en L‘;} zuivere standvastigen

(47

zijn vindt men dus uit E‘, als voren

o L
3—;—-—-‘(3, ‘a'}“t——t T

stellende, waardoor dan 8 en 7 weder de willekeurige standvastigen
der canonische eindintegralen worden, weder hetzelfde stelsel van ca-
nonische eindintegralen als (47%). Maar in plaats van (47°) vin-
den wij

pi=p AL pa=p LY, L (48)

waar p,’ en p,’ uit (47%) genomen moeten worden, voor het stelsel
der intermediaire integralen. Voert men deze integralen (47* en 48)
in de storingsfunctie in, zoo wordt zij tot

Bp,*+ 4p,*—Cp,'p," p,'* P\ M
S = 2 ! 7__...'_____2__) Mg op22
(P ) e H @)

—U’wqbe-—UR’—q)( -9Pz +L¢p')-—6( 9?2 + L«r P ) (49)

In het laatste gedeelte van 8§ is in plaats van 4, B, C eenvoudig
Ay, B,, C, geschreven. Dat wij dit mogen doen volgt uit eene
opraerking, die ons tevens de orde van de storingsfunctie leert kennen.
Wanneer de hoeken m , m,, m;, @,, 8, nul zijn komen in 4, B, C
behalve standvastigen alleen grootheden van de tweede en hoogere
orde ten opzichte van @ en 6 voor, of wat hetzelfde is 4, en 4y,
B, en By, O, en Cg (vie 27%) zijn nul. Dan kunnen dus in §
slechts grootheden van de vierde of hoogere orde voorkomen. Het
bewijs voor deze bewering leveren eerst de formules (74) die in ver-
band met (24) aantoonen, dat ¢ en ¢ slechts lineair in 4, B, C

op kunnen treden, wanneer is, A&E Ag", AE" 4’"’ niet allen
nul wijn; volgens (73) en (66") zijn deze echter nul wanneer my, m,,
ms, P, en 8, nul zijn. Zoolang verder m,, m,, m;, P, en 6, van
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de eerste orde klein zijn komen wel is waar grootheden, die ten
opzichte van ¢ en § alleen van de eerste orde zijn in 4, B, O (bijv.
A, ¢ in A), dus grootheden, die ten opzichte van @, 8, p, en p, alleen van
'd(p ¢p,?
4B-—(?
voor; maar zij bevatten tegelijkertijd een coéfficient (4, bijv.), die
volgens (73) en (66") van de orde van m,, m,, my, Q,, 8,, dus
van de eerste orde klein is. In deze onderstelling over de waarde
van m,, m,, my, Q,, 8,, die wij veilig maken kunnen wanneer ook
geene bizondere zorg aan het ophangen van den slinger is besteed,
komen dus in 4—4,, B—B,, C—C, geene grootheden van lagere
orde dan de tweede en in § geene grootheden van lagere orde dan
de vierde voor. Daar verder in de ontwikkeling van 4, B, C
volgens machten van ¢ en ¢ de termen, die op 4,, B,, C, volgen,
(zie 27Y), zooals wij aantoonden, ten opzichte van de laatste van
de tweede orde zijn en de twee laatste termen der storingsfunctie (die

L: en LS bevatten), wanneer men van 4, B, C alleen 4,, B,, C,
in rekening brengt reeds van de vierde orde zijn, kan men in
dit gedeelte van de storingsfunctie de verschillen 4—4,, B—2B,,
C-C,, als slechts grootheden van de zesde orde in § leverende,

verwaarloozen. En wanneer men verder voor de quotienten der coéf-
ficienten in de ontwikkeling van 4, B, C (zie 27%)

de derde orde klein zijn (bijv. ), in de storingsfunctie

Ay B, Cy
L =Ay, =By, —-=Cq,.... (49"
a4, 00 B, " 4, B, ¢ (49%)

schrijft en onder 4gr, Br, Cr grootheden van de derde orde ten
opzichte van de amplituden samenvat, wordt

B+ A, =20p, 'y 24y 2B, _
2(4 8= CY) TR X

Iz
=- %% {A,wqb‘l"l,&e LU PP S S 6’+d"}"

(50)

1
1 P2,

1= LB, 0+ Bt By 0"+ 8,500 +Bpst'+ Bn} +

=202y {0, 04 C o840y 040y 8140 5004 Cn}

g%
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§ 2. Omvorming von de storingsfunctie.

Op de storingsfunctie moet men de formules (94) van Hoofd-
stuk II van ’t 1e Stuk
38 __dp 08 _dr
Toa T at’ T nT dt’ |
o8 _da 08 di
0B dt’ 3+ dt’
toepassen om de differentiaalvergelijkingen voor de gestoorde elementen
@, B, =, h te vinden; eerst echter moet men § in de elementen
uitdrukken met behulp van de integralen der ongestoorde beweging
(47 en 48); daar echter in § reeds overal p,” en p,’ ingevoerd zijn,
kan men de waarde van deze terstond aan (47") ontleenen. Dan

wordt
A( ddp\? ' " ’ 7 U .
s=—?’<£) {4¢<p+409+4¢,¢= td g, 02 +4w¢e+43},—

_%9 (2)2{3'¢¢+B'09+B'w O+ B gyt 4 B'¢0¢e+Bn}—

dods
- AbBod—cf;ﬁ{O’qu-} Cgl 40 02 4,0 +o'¢o<pe+cn}+ (53)

A T

a9 9 . db
-7 4T = —_
L06dt Lw¢dt+N" ;

a
waar N' een aggregaat is van termen, die ¢ %%’ en 9;;9 met stand-
vastige coéfficienten van de tweede orde vermenigvuldigd bevatten

en van termen, die in 't geheel van de vijfde orde zijn, ten opzichte

van @ en 6 alleen echter van de derde orde, als bijv. 6* ill_f en

eenige termen uit U'p. *
Daar de storingsfunctie, volgens onze onderstelling over de grootte
van m,, m , my, ¢P,, 8, van de vierde orde is, kan er in hare
behandeling eene vereenvoudiging worden aangebracht, ter wille
de dk
@t " a
zijn volgens (51) en (47%) van dezelfde orde als §, d.i. van de

waarvan wij juist deze onderstelling gemaakt hebben.

vierde, «# en % zelve van de tweede orde. Daarentegen zijn %gen%:
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volgens (51) en (47%) van de tweede orde, maar tevens {3 en 7 zelve
van de orde nul, d.w.z. eindig. De verandering van de elementen
of canonische standvastigen gedurende eene slingering overeenkomende
met het ongestoorde vraagstuk is dus steeds eene kleine grootheid
van de tweede orde ten hunnen opzichte, die wij volgens eene vroe-
gere opmerking oneindig klein mogen stellen. Deze verandering
ontsnapt dus aan de waarneming, wanneer niet over een zeer groote
reeks van slingeringen het teeken van een der differentiaalquotienten
der elementen naar den tijd hetzelfde blijft. Voor de berekening van
deze merkbaar wordende veranderingen der elementen kan men dus,
zonder een grootere fout dan van de tweede orde ten opzichte van
het beschouwde element te maken, bijv.

2 27

schrijven, waar onder het f* de elemenien als standvastig mogen
worden beschouwd en -2;)2 de periode van den in @ optredenden

sinus is. Bij een slinger, die niet al te zeer van den enkelvoudige
afwijkt, zal p slechts weinig van ¢ verschillen, en wij willen aan-
nemen, dat p —g, dus met (47%) ook A, — B, eene kleine grootheid
van de tweede orde, d.i. van de orde van de draaiingssnelheid der
aarde is; verder stellen wij
gt =pt' + T,.
De invoering van
Cosq t" = Cospt' Cos Ty —Sinpt SinT,,
Singt" =Sinpt Cos Ty + Cospt' Sin T, ,

veroorlooft ook 7', voor het integraalteeken te brengen, zoodat in

PRI
f’ P Sdt,
T

slechts Cosp?' en Sinpt onder het f blijven. Daar deze integratie
over de geheele periode van Cosp# en Sinpt uitgestrekt wordt,
kan men terstond de termen, die volgens ¢ en § van de derde of
vijffde orde zijn weglaten, imwmers zij geven slechts zulke producten

van de grootheden Cospt en Sinpt#, die over hunne geheele periode
geintegreerd nul worden.

Dus blijft slechts (53)
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) {40 +do 8 4 4,508 )
) B0+ Bou b 45,500}

. (54)
-—A‘,Bo(@)(ﬁ){dwcp 16,0 +(;'w<pe}—l/”q,9¢9+

_ﬂ/{ 2 28 _ 7.0 tl(D__ & d_9
+ 8(¢ +9) Lgeﬁ Lq. at’

in aanmerking te nemen. Merkt men verder op, dat

2r 2
ya T+_P— Cos® pt' Sinpt'dt' =0, -’?-fﬂ— P Cospt Sinpt'dt'=0,
27 ). ] 27 ),

2 +2
TN D Costpt Sindptdt =1,
?Je
+27t +27r
P AT Costptde =2, LT P Sintptdt =3
27‘_‘[; P Costpt'dt'=3, 2”[: P Sin'p N

en dat in § gesteld mag worden: M = M'= M,
zoo komt (zie 472)

1 ’ ” .
== g A (b= 4 £ (14280 1) - ) +

+4 o (h=2) Ve (h—2) Cos T, } -

1 , .
~1% {B" (14282 Ty) (h—a)a 4 B g, 2t +

+B’¢3u\/x(ﬁ—u)(’0&1’“} -

_ V45, $ 9

A (0 =) V)t € gn V BT CosT, +

10 pulh—n)Cos2 T, } +

+§}ﬂ{§(ﬁ —) 4 fat+ (142 Con T,)a(h—a | +

alk—e -2
+(L: ~L$)%ﬂ=;—\7—70)sm Ty-VU' s )/_f%_) CosT,. ’)

Wij moeten nu de hierin voorkomende coéfficienten explicite uit-
drukken en denken daartoe de coéfficienten 4 s, ‘{¢0 enz., die
functien van de kleine grootheden van de eerslc orde ey, m,, m,

zijn, volgens de opklimmende machten van deze ontwikkeld. Daar
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die coéfficienten volgens (54) slechts met grootheden van de vierde
2
orde, bijv. ¢ (—CP) vermenigvuldigd in de storingsfunctie voor-
komen, is het voldoende deze ontwikkeling tot op de eerste machten
voort te zetten. Want die termen van deze ontwikkeling, welke hoo-
gere machten van m,, m,, m, bevatten, geven, daar zij slechts met
grootheden van de 4¢ orde vermenigvuldigd in § voorkomen, daarin
slechts grootheden van de 6 en hoogere orde, die men verwaarloozen
mag. Maar de term, die afkomstig is van de eerste macht van
my enz. in de ontwikkeling van 4’ , enz. is slechts van de 5° orde

en moet dus opgenomen worden. Eindelijk bevatten I,g en Lg, die

eveneens functien van m,, m,, m; zijn, als factor de draaiings-
snelheid der aarde, die van de tweede orde is, en komen in § slechts
met grootheden van de tweede orde vermenigvuldigd voor. Hunne
ontwikkeling volgens m,, m,, m, kan dus eveneens tot de eerste
machten beperkt worden, daar slechts deze met eene grootheid van
de 4¢ orde vermenigvuldigd van lagere dan de zesde orde zijn.

In de eerste plaats moet dus de levende kracht 7' tot op groot-
heden van de 4¢ ordein x en v en tot op grootheden van de eerste orde
in m, en mg uitgedrukt worden. Daarbij schrijven wij nog voor (20)

A= A Ayt dira?, )
T=d, AR *(56)
A‘“’:A;'U} A‘;’W«I—A;’"W, ’
waar dus volgens (20)
24’:” — 2““)’ Cos” m, — 2a",y Cosm, Sinm, ,
24’;”:‘““ Cos*m, + a,, Cos m,— a, g Cosm, Sinmy, | (57)
24’:":2a7ﬂ('osm,, 2/1’;":—-aaﬂ003m,.

Dan voeren wij de £ en v in volgens (21). Zal de levende kracht tot
op grootheden van de vierde orde in deze worden uitgedrukt, wat (58)

. du dv in d E
eischt, zoo moet de uitdrukking van —5 A TR T 32 in de

coéfficienten van de laatste tot op grootheden van de tweede orde
volgens £ en v nauwkeurig zijn; dus moeten de vergelijkingen tus-
schen u, v en £, » zoo worden opgelost, cat de uitdrukking van
wenvin £ en v tot op grootheden van de derde orde ten opzichte
van deze nauwkeurig is.
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Nu is volgens (9)

' =1, @, =0, ) =—my,

B]I,z 0: ﬁzuzl’ ﬁ3”=m3’

yi''=my, v, =—my, v =1

Verder wordt (7)
v2 v3
u,:l——z—, %y =— My, @y =V 59)
[ K

ﬁl—m;( _'2_'-'5)"‘/‘“” ﬁz—l"'?,

@ ut v
NiTeT s V= le = dmpy;

dus (21) P LT Y |

1 s K my My
NW=—ptmyv—mypv+timgv +?——6—v +5MV"—-—2-p¢ v. (60)

Eerste benadering E=v, n=—u.

Tweede benadering
E=v—ﬂ‘7:-l n?,
"=*#+mzé+m.5n+%m;5’,
v=5+%—'n’,
p=—ntmE+m Ent m 2
Nu komt voor de derde benadering
m
E:v—-—éln‘—“;g’,
3 m
n=—u+m,v+m1§n+1}m,.§’—%+ Z’;—’"’E‘—'E!E""

+4E (—ntmy H— T mak,

wier oplossing
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v=E4 5t L LE

p=myE—n+ qu'l'mlE”“" zf‘ 1E—1y®

; dus

dy
(1+TE )dt +m ”dt

g .

dv

—

d
’;=(m,+m,z+m. rhimE—nh) oy

+(’“1+m|g——”12‘§2_

(62)

1,2y 2"
2 d )dt .
Nu wordt

(&) =a+e )(‘ls) $omg e dn

(g—:‘) =-—-2m1n£( +2[—m3—m3£—-m,n—2m2§'+
tng="g | 4 B l-tmg g (7))

(%) (5) =@atm. & tm,ntom, g ) () —mn(3)

d
Fl-ppm =g 2O

Nu moeten noch 4*# en A"* tot op grootheden van de tweede
orde ten opzichte van de amplitude ontwikkeld worden.
Volgens (56) en (61)

A=A A P A, P =AY 4 (E + % ”’) +4,1E

m (64)
A= AL 4, [5 +5 n'] +4.478
Hierin is volgens (57)
24 M =2a,,—2a,,m,,
M =g tay, —aggmy, | (65)

24" =2a,,,
2‘42“”:—““’9-

Wij voeren nu onze bij (53) gemaakte onderstelling, dat ¢, en
8o klein van de eerste orde zijn, (vergelik (11) en de opmerkin-
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gen bij (34)) in, onderstellén echter niets omtrent de waarde van
¥o. Dan komt volgens (11) tot op grootheden van de eerste orde

“llzro‘gq'(” B«/:Sind"()’ 7[’:- 60,)
“:Ll:"é:in‘,’os 32/:(—‘08‘,"0’ 72,=¢u’

(66)
ag'=6,Co8y,+P,Sind,, B; =-@,008),40,Sind,, v, =1, s

en volgens (16)
@y, =P Cos* ¥y + Q&in* ¥y,
aﬂﬂzl’Sin”xLo-l—Q('os’\bo, a,, =R,
auﬁ:(P—Q)SinJJo Cos, , . (661)
@gy =- Py Sindy+ QPolosdy, ~ RP Cosby+ RY, Sint,,
@y =—P8,Cos by — QPySinyy +R(0,Cosdy + O, Sin Vo)

Bij onzen slinger is ook R eene kleine grootheid van de eerste
orde. Zal verder de draaiing der aarde een merkbaren invloed op de
beweging van den slinger hebben, zoo moet ook P—@ van de
tweede orde klein zijn. Want wij hebben reeds daarvoor aangenomen
dat 4 ,— B, van de tweede orde is, en wanneer W, m,, m,, my,
@, b, klein zijn, kan o, —B, slechts om eene kleine grootheid
van dezelfde orde afwijken van P— @, zooals wij in § 3 zullen
zien. Men kan dus tot op eerste machten van m,, m,, my, ¢y, 6,
nauwkeurig stellen

(17— e — —
24 =2a,,, 24¥=a, ~a,, f

24 =2a,,, 2 =0y,

Deze nauwkeurigheid is ten opzichte van m,, m,, m; voldoende
zooals bij (55) werd betoogd; geheel dezelfde redeneering ten opzichte
van @, en §, toont aan, dat ook hier de ontwikkeling tot de eerste
macht kan worden beperkt.

Dus wordt 7' (met (19) en (63)) tot

. (67)

d 2
r=(35) {4 -2mng) 4 £ H T4
+ A8y b moEdm ont om, £ —nE]) +
+(7) {arni-am g g0

— 4 m a8 440, — a8 +
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AEdn (o
+ 5;}{24M[:--m,"‘msf-—m.n—2ng +,,E__”_;_:”,J+

F 2 mn 24 (= 1= E m E—Lnt)—

—(a”- aaa)mzfz-—ayﬂf+1}aaﬂ£2}, ... (68)

rangschikkende en lettende op (70) komt

§8 — £s e E?]:_ 17 —
4 =0, An 0. 4 2AEms —ayg,
Ai”:—zd’;"m!—} 24 my, A]T=-24%m; ta,,,
AN =0,

n

S5 v $E B guv 8
Ag:_du , AS’I— qmy A=A, A”Z_O, . (69)

M — g** 4 1 —_ O nm—= 4%
A$, _Ao +7(aw Goy) s AS?]_O’ Aq,"‘{o”’
Az?:—‘&"ﬂ;” ", —A,,W My (aﬁ,—-a,m) +%aap”
AT = A AT = —my 4 L AP

13 0 7? 0 2% }

Nu is volgens (20)
AV =L@, + W), A) =365, AT =—a,,m,+a,,. (10)

e
en zullen wij # (zie ook bij form. 20) van de tweede orde klein

stellen, wat bij een drager van middelmatige afmetingen geoorloofd
is. Daar verder (68)

45 =7, AN =4, Ai” =24 -4V (1)

o vt

en
W — ) o1 “r— . p
AO =1P, Ao =1ipr, Ao =—Pm,

volgens onze onderstellingen kan worden gesteld, komt

=0, 4¥=0, 4T"=-Pm,—a,,, 4fl'i=0,
°

n e
A;l'lz—Pm, -]-a“},, AZ’iz 0,
tx te t (78)
v e 1 e L1 R
A«E’_TP’ ‘45']_0’ Aq,_O,

N — 1 Mm=0, e
‘Ags TR’ AE’] A’I' 'QP’

E!
Verder (26)

AT=0, L£1=P, AEZ:O.
&n Y]
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£ 0os® Yy 4 AT Sint Yy + 457 Sindp Cosby, |
¥ Sint by + A" Cost Yo — A% Sindbyy Cos by, | (74)

C =2 -4 A")Sindp Cosp+ /15'1(0082dd|)"—§'in2¢[));
dus

Ay, =PCos*\p+ RSin*, AM =2PSinypCosdp, A” = PSint{p,
B, =PSin*yp+ RCos*p, B;.” =-—2PCos} Siny , B'I’ —PCosln,

C&, = (R - P)Sinyp Cosiyp, ngz PCos2 Yy, ()q,:PSinJJDCos\LD,
en
A,,= 4 Cos* Yy + /1,7, Sin*dp + ‘4577&.” ¥y Cos iy,
14(,9:(—2/1514'2J,ls)sin\’-’r)(-'osﬁ‘o-l-/15,100824/[), W)
AW = ‘4{5‘ Sin*dp + A,’, Cos? ‘I’D"‘/IEqSM Y Cos vy,

Met dergelijke formules voor de B en C coéfficienten komt

4,,= P 4+ R Sin®Jp Cos* ¢y, A¢0 = —2 R Sin3 ¢y, Cos Yy,
A‘.}&:RSM‘\PD,
BW:R(Jos’JaD, BW0=—2 R Cos® Yp Sindy,
B g9 = P+ RSin*Yp Cos*{p,
Crrw: R Sin by Cos® Yy, 0¢0= P —2 R Sin*dp Cos?dp,
Cgg = RSin® {p Cosp.

(78)

Volgens (55) zijn de termen, die afkomstig zijn van de ein-
dige amplituden (en die 0 zouden worden bij amplituden van
de tweede orde), die welke met A,, enz. vermenigvuldigd zijn.
Wij zien.uit (78), dat in deze m,, m,, my, @y, 8,, # explicite
niet voorkomen en slechts tengevolge hebben, dat in
plaats van ¢, een andere waarde ¢p treedt, die door (27)
als functie van ¢, en de vorige grootheden m,, m , m,, @,, 8,
W bepaald wordt. Eveneens zullen wij zien, dat tengevolge daarvan,
dat m , m,, my, @, en 6, en # niet nul zijn, de symmetrieassen
van de beweging van het waargenomen punt van den slinger bijj
oneindig kleine amplituden ten opzichte van het vaste mes het azimuth
Vp hebben in plaats van J,, hetwelk bij m; =m, = m; =P, =
=8, = 0 behoort.

Om de storingsfunctie geheel te kennen moet nog Z ontwikkeld
worden.

Noemen wij @,,, &,5, @,; de ontbondenen var de draaiings-

(76)
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snelheid der aarde volgens de assen der #;, y,, z; zoo is (volgens
de meetkundige beteekenis van L als gegeven in n”. 2 van ’t 1° Stuk,
volgens 31, 16, en overeenkomstig 17)

L=a,,7&,; +d/9ﬂx[°‘ys+“,yl’5z3 +“,,,e(7”7’13 +xé,3)+

+“,,7(7"5553+Pa:3)+“ﬂy(xass + Pay:‘l)-’- W“’,‘-'('l‘t— . (79)

Hierin moet volgens (6) worden ingevoerd

g%

Il

Bot B,y da,
3=y B+ B d t oy, @ | .. ... (80)
ce ==y @t By @, by,

43

E23

g3

of tot op grootheden van de 4¢ orde (59), die van de eerste orde
ten opzichte van x en v en van de m zijn, —en tot welke wij ons
bepalen mogen, omdat tweede machten van wenvin &@.;, @,5, @,
tot grootheden van de vijfde orde en voortdurend afwisselend teeken
in Z aanleiding geven — nauwkeurig;
Bog=Bdmy&, &, 'm p—v),

y3=— My B+ &+ & p, O} . (81)
Wog =Byt (m,v—p)d, 1+ &,

E33

en eveneens tot op grootheden van de tweede orde (15)
2%, x__;l; m,g’; p::vj%{; ..... (82)
of in £ en v uitgedrukt (62)
Wog =Bt myBy—my,8,m—8,.,
W3 == M, Bt B =By tm, &, ... . (83)
Wog =B+ E+E,m,

= (ma by E 4w ) T2 4 (14w, BT

a§

x_'dt+(m ”+m‘) ....(84&)

d d
P——'ngdf- d_:'

Verwaarloost men bij deze substitutie weer die coéfficienten van
producten van &, &, #, Z—g, :%’ welke van de tweede orde zijn,
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als W, a5, 04y —a,; en producten van my, my, my onderling of
met a,,, ag,, a,, en rangschikt men, zoo komt met eene schrijf-
wijze volgens het gewone beginsel:

uit

L'=a,,(-1+m E)@. +m,8y—my@m—a.E)+
+aﬂﬁ(m|”+m;)(ay’—ﬁ=’”)+ayr(_£)as'+ aaﬂ(-(ﬁ,/-5,,”))+
ta,, (~@ B+ T, - E8.) +ag, (—£d,),

Lg:P(ml“‘;x"" :753/)-—%7&5:—2:1 @, I‘—a}/ﬂy

en evenzoo uit LE, . (85)
Li: P(m,8,—8.)+a,58,:.
Wij hebben slechts deze coéfficienten noodig, want volgens (24) is
LZ‘ =(— Lg + L) Cos b Sin o + L] Cos? ¢D—L§7 Sin® ¥p,
L? = (— L% + L) Cos bp Sinyp — L7 Sin® Yp + L* Cos dp,
g é i & n
en deze komen in (55) alleen voor in de verbinding
L1 =11-I
[ S n
=—[2P—R)@. +2a5,3,+ 2a,,8.]).....(36)
Noemt men w,, de ontbondenen van de draaiingsnelheid der aarde
volgens de z,-as, de verbindingslijn van ophangpunt en zwaartepunt,
of binnen de grenzen der waarneming tevens de ontbondene van de

draaiingssnelheid der aarde volgens de naar beneden gerichte verticaal
van het ophangpunt, zoo is volgens (8) en (9)

b= d,9g—m, &gy,
B, =8, +my,,,
Bormmy&,g—mgd, g+ 8,43
dus wordt Ly L =20'P,. .......... (87
stellende

20'P =(2P—R)d g~ 20,5,5,,—2a,,8,,4+2P(m,d,—m,d,,).(88)
Verder voeren wij in de storingsfunctie de 4, enz. volgens (78)

in. Die termen welke Sin{¢p niet bevatten, vatten wij samen tot

}_k’ + 3P—2R
16" 4MP
dan blijft nog overig

Sp=— Sin® Tyz(h—a)— = a(h—a); . (89)

4 I’M
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Sw: 4Mp{ﬁ28m’¢|)0082¢p 8 a(h—a)Sin*yp Cos*p+
+4 Sin? Ty a(h— ) Sin® Yp Cos” Pp +
+ Cos Ty N (i—2) (h - zx)roszq,,)&nup} ... 190)
en words S=8x+S8y+Snp+8 ......... (91)
1 Y ppa—
als p=20/ 3} inToNalh—a) . .. ... (92)
en »S’U:--U’¢9 \/“;I;_“) CosT,,

(vergelijk (70), (71) en (66") wat betreft de substitutie van 4, voor P).
De storingsfunctie 84+ 8, bij eindige amplituden vindt men dus

uit die, waarbij yp==0 of $p = 90" is, door in plaats van
R R
4«PM“(IZ ) te stellen — iPM {u(b—u)-l—Sw}.
Maar deze laatste grootheid kan men in den volgenden opmerke-
lijken vorm brengen
R —
16 P M
+4a(h—z)+4CosT, Valh—a)(h—2a)Cos2 by Sin2dy} ,

B—4a(h—a)—4a(h—ea)Cos*T,] Sin" 2dp +
\ 0

R . .
= 6P {l& Sin*2yp+ da(h- )Cos?2 yp—4a(h —a)Cus®T, Sin?2 Yp+

+4(h—2a) Valk —a)Cos T, Cos*dyy “in 2y},

=- I_PM ((h —2) Cos*bp 4 & Sin?2 bp —Sin2Yp Cos Ty V & k- )) X

X (% — ) Sin? Yp + & Cos* by + Sin 24, Cos Ty V (% - @)).

Sierlijker kan men deze uitkomst uitdrikken door gebruik te ma-
ken van eene meetkundige beschouwing. \/ %;—f) en %‘
ziijn de amplituden van de enkelvoudige slingeringen volgens de
assen der ¢, § in welke men de elliptische beweging van het waar-
.genomen punt op een bepaald oogenblik ontbinden kan en bij ¢, =10
vallen deze assen samen met de £, y-assen. Volgens de formulen
(93°) en (94), die wij later ontwikkelen zullen, zijn echter
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a= \/ ;2-. {(k—u)Cos’ Yp + aSin? Yy — Sin 2 Yy \/m—'—“-) CosT, }
en

b= V/]% {(IL ) Sin®Yp + & Cos* Yy + Sin2 §yp \/“(}’—“)COST"}’

de amplituden van de enkelvoudige slingeringen volgens de assen
der £ (projectie van het vaste mes) en », in welke men dezelfde
elliptische beweging ontbinden kan. Wanneer wij om de gegeven
slingeringsellips dus een rechthoek met zijden evenwijdig aan en
loodrecht op het vaste mes en vervolgens om deze rechthoek een
cirkel (vergelijk 1¢ Stuk n° 17 en Pl I, fig. 1) beschrijven; zoo is
de storingsfunctie voor eindige amplituden, ook wanneer
de slinger op alle beschreven wijzen, maar binnen de
gestelde grenzen, afwijkt van het theoretisch eenvou-
digste geval, de som van de vierkanten van drie opper-
vlakken elk met een bizonderen coéfficient vermenigvul-
digd, nl. van dat van den cirkel, van de slingeringsellips
en van den omschreven rechthoek, en is de meetkundige
beteekenis van de storingsfunctie in het behandelde
samengestelde geval dezelfde als in het eenvoudigste.
Bij den enkelvoudigen slinger komt van deze drie oppervlakken alleen
de omgeschreven rechthoek niet in de storingsfunctie voor.

§ 3. Invioed van de inrichiing van den slinger op de
ongestoorde beweging.

Zoowel in de ligging van de assen, ten opzichte waarvan (47?) de
Lissajous’sche figuren bij nagenoeg gelijke slingertijden in twee
richtingen loodrecht op elkaar (de ¢ en f-assen) voorstellen (zie ook
n° 16 van ’t 1¢ Stuk, dus in die beweging van den slinger, welke
wij als ongestoorde aan dit onderzoek ten grondslag hebben gelegd,
als in de storingsfunctie (91) van dit Hoofdstuk speelt de hoek $p
eene belangrijke rol. Wij zullen daarom in deze § nauwkeuriger

1

nagaan hoe ¥p en 1 \/ hetwelk p —¢ en daardoor den
4, B

"
aard der ongestoorde beweging bepaalt, en in 7, in de storings-
functie optreedt, samenhangen met de inrichting van den slinger.
Bij dit onderzoek kunnen wij de amplituden oneindig klein stellen,
over de grootte van m,, m,, my, @,, 8,, ¥, zullen wij geen voor-
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afgaande onderstelling maken; evenmin zullen wij nu daarvan uitgaan,
dat P— @ en # van de tweede orde klein zijn. Wij drukken nu
de u, v, w (zie 10) uit in de #,, y,, 2, door
v=10"C+B,°% + v." %
v=a, 2 + B, %+ V"% } oo {(10%)
w =237, + Bs"Y+ v:° 2,
dan zijn ook, de ontbondenen van de draaiingssnelheid van het

slingerlichaam  volgens de o, y,, 2,-assen met x,, x,, p, aan-
duidende,

P=am+ B %0+ 71>
=, 71+ B %0+ ¥2 0> } o 0o (13%)
r=a;" %+ B3 %0 + 75" Po
Voert men nu weder het symbool ) 2 in, dat uit @, y ontstaat, door
voor &'y .... s overal te schrgven 2. ... ¥3, dan wordt
2T, =a),7 +w;gxo +“ Poz"‘ 2“2/)”0750""2“;,”0%"'2“;;7750"0'

a7
Stel nu verder

g =" w3 +B,""ys +v." 25,
Yo=a" 23 + By s+, oL (6%
zo — uslllms + lellys + 73/[[23 s )

dan is volgens (6) en (8)

ul’”.—_—u‘"u;-l-ﬁ."ﬁ +')/,”71, @y =a,"2, +82"Bi4+ys"v1s
ay" = ay “ + 85" ﬁf‘"'}’s 71>
B, =a, @y B Bity:y » By'=ay"a,+B,"Brty, 72, (9%
63,”:“3,’“2 +68// 62 +73//7” .
7.”’:u"'¢3+f3,l'ﬁ;+71”73, vy =y s B "By +y. "y s
v '=a ay+B5"Bs +9s"7s

Bij oneindig kleine amplituden is volgens (15)
d
7 = Cosm, ;’;-‘ ,

_dv o dp ) oL (18
=7 Sinm, e
p=20,
verder met (6%)
10
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mo=a, 7 +B" %,
o= FHB X b e (14¥)
o =037+ 85" x.

Om nu 7, uit te drukken in 0;—% en ‘%, merke men op, dat
# en yx deze snelheden lineair bevatten en dat men dus bij de ont-
wikkeling van #, in de coéfficienten @, enz. de amplituden 0 mag
stellen; dan wordt volgens (9) en (7) en (9%)

ay o' =Cosm, Cosm o+ Sinm , Sinm ,Sinm,, e, " = Cosm,Sinm.,,
@y =—"NSinm, Cosm,+ Cosm Sinm,Sinm,,
B, o' =—Cosm Sinmy +Sinm  Sinm 3 Cosm,, B, "' = Cosm 4 Cosm., , (59%)
Bs, = Sinm, Sinm, + Cosm Sinm g Cosm, , ,
wanneer men deze waarden van «,’’ enz. door z,,'" enz. aangeeft.
Om w en v in £ en v uit te drukken vergelijke men (21) met (9%);
E=a,"" (25" Cosm, + B5" Sinm,) +
+ 2" (Bs" Cosmy — @, Sinmy) + a5 v3",
w=0""(a;" Cosmy + B;" Sinm,) +
+ By (Bs" Cosmy — g Sinmy) 4+ B v5".

Tot op eerste machten van de amplituden is

(21%)

ay"" == Cosm Cosmy + Sinm ,Sinm,Sinm,+ Sinm  Cosm , (@Sinm, —v),
B, = —Cosm Sinmy + Sinm, SinmyCosm, + Sinm,CosmCosm, t,
v, "= Cosm, Cosm, v+ Sinm, Sinmg(vSinm, — )+ Sinm, Cosmg,
a,” = Cosmy Sinm, — Sinm (uSinm, —v),
By = Cosmy Cosmy—Sinmy Cosm, .,
vy = Cosm (vSinmy—p)—Sinmg,
e, = —8inm, Cosm,+ Cosm ,Sinm 4 Sinm, 4 Cosmy Cosm(uSinm, v),
By = Sinm, Sinm, + Cosm Sinmy Cosm, + Cosm, CosmzCosm, ¢,
vy =—Sinm, Cosmyv+ Cosm, Sinmg (vSinmy — ) + Cosmy Cosm .
Met deze en (9) vindt men

£=vCosm, Cosm,, } 60%)

n=—pCosm, + v(Cosm, Sinm, —Sinm , Sinms Cosm,),
en hunne oplossing is

—y Cosm , Sinwe 3 — Sinm , Sinm , Cosm o

v= Cosm, Cosm g’ w= Cosm,, +& Cosm Cosm, Cosm

(61%)
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Hiermede vindt men volgens (14%)
d . . .
7o == Cosm ?;; —(Cosm , Sinm , —Siznm | Sinm ; Cosm,) % = % s

%o = Cosm Cosm, Z: le—f,

gelilk men tengevolge van de beteekenis van x,, x,, » en & ter-
stond voor oneindig kleine amplituden kon opschrijven, en

(84%)

d
po = — Sinm, —f + (Sinm, Sinmy 4 Cosin, Sinw, Cosmz)g—: ,
(84
_dx Smml d Sinm , (847)
~ d¢t Cosm, ' dt Cosm, Cosmy’

Met (17*) komt dus

— dn\* a® (4 o ([On\? Sinm,
17 =at () 4ot (%) +o3y (7)o +
+ (,il_g)z Sin? m, 2dE dn Sinm, Smm,) —24? dn) Sinm
dt ) Cos*m,Cos’m, cltaltCos‘ml Cosmg ((dt Cosm,

+du 43 Sinmg ) 20 dg d

dt dt Cosm, Cosm, “ap 3t az T

+340 (dE dy Sinm, (q_g) Sinm g )
%ar\dt dtCosm, dt) Cosm, Cosme,

T ) +(d£) (CoamISinm,——Sinm,C'oam,Sinm,)’_
(‘03 m, dt dt Cosm, Cosm, Cosmg

_g ¥t d& dv Cosm, Sinm, —Sinm , Cosm, Sinm,
dt dt Cos® m, Cosmy Cosm g ’
of met (23)
AM :a;a-l-a" Tyg*m;—2a? Tgml-l— Ton'm
Tg? Tym
5 — 40 __9___ o L9ms
Ay =a ﬂ+ r7 Cos*m + 2“#7 Cosm, +
C'oam,Smm, — Sinm , Cosm, Sinm,)’ .
+ W( Cosm, Cosm, Cosmg i (1%
Tom, Tgm, Tygmg
£ — 9,40 P 2IMs g g0 -
AV =20y, Cosm, Suy Cosm, Bup T
Cosm , Sinmy — Sinmy Cosm, Sinm,
0 - 1 3 1 2
+2aﬁ’7 Tym, =2 W( Cosm , Cosm, Cosm g )

Beschouwen wij eerst het geval, dat m, ==m, = m, == 0; dan
wordt
10*
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L [ £ n
/1"]1’1 = azn + w7, A;* =ayp, A;" =—2auﬁ;
de bepaling van §p is dezelfde als die van de ligging der assen
van de ellips
AZ’I”‘+Ai5£’+Ai'1£n:1 ......... (e)

Was ook A7 =0, dan zou deze ellips volgens de beteekenis van
a::a’ a[ofﬂ’ at';ﬂ ')’
ellipsoid van het ophangpunt gesneden wordt door het horizontale

die zijn, welke ontstaat, wanneer het traagheids-

vlak der zy, y,. Zoekt men de hoofdassen \/ 21: en \/ Bl—o— van
deze doorsnede, zoo vindt men {p, wanneer men den hoek van de
projectie van het vaste mes op het horizontale vlak der £, v, dus
van de £-as met de naastbijgelegen as van de ellips (¢) links om-
gaande positief neemt. Waren ook @, en 6, beide nul, zoo zou
deze hoek W, zijn, immers dan valt eene hoofdsnede van het traag-
heidsellipsoid in het horizontale vlak. In het algemeen zal echter
Yp van ¢, afwijken, wanneer @, en 6, van nul verschillend zijn,
en deze afwijking is bij kleine waarden van ¢, en 6, des te sterker
naarmate de doorsnede van bet traagheidsellipsoid met het horizontale

vlak minder van een cirkel verschilt, d. i. \/ —}— en \/ -l- minder
4, B,

verschillen.
Om dit te verduidelijken zullen wij (11) tot op tweede machten
van @, en &, ontwikkelen.

, Bo? . \
e, = 1—-—5- Cos%—fpoéo&ﬂ%,

By = @00 Cosdo + (1 —-%—) Sin do, (11%)

a, = — (1 —-—%,—) Sindy, B, = (1 —%':-) Cos,,
ay’ = 8o Cosdy + @y Sin g, By === PoCosy4 bySinda.
Hiermede wordt de teller van 7y 2yp (zie (27)),
-2 a,3== 2P(1—06%) CosdySin s+ PybySin® by + Poby Cos? o +
+2Q(1 - @a )SingyCosby—2 R[(8,2 —@Po?) Cos ySin,+
+ Puby(Sin?yy— Cos? §y)],

1y Over het geheele slingerlichaam sommeerende is namelijk
al , =Zm(y,* +4), “,3,9 =Zm(z +2,), “2,9 =Emz,y,.
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of, P—@ klein van de eerste orde stellende,
—2a,,=—(P—Q)Sin2¢+(R—P) [(8s% —o?)Sin 2§y — 2 Pob, Cos2s),
Evenzoo vindt men voor den noemer
—~(a,, —a, ﬂ) =—(P—Q)Cos2yy+(B P)[(80*—s?)Cos20+ 2¢090Sin2¢0]’
P—Q+(R—P (5% —do?)

o I =1Ty2¢9,
8in 2 (Yo —g)
I 2= st de—g)
stellende, Tg2do Cos2(bo—g)’
¥p = Po—yg.

Is P—@ dus van de tweede orde, @, en §, van de eerste orde
klein, zoo kan men voor {p een geheel anderen hoek dan ¢, vinden.

Gaan wij na deze uitweiding terug tot de ellips (¢) en stellen wij
W niet langer nul. Om dan aan Yp en 4,— B, eene mechanische
beteekenis te hechten stellen wij ons voor, dat het oppervlak van de
ellips, die wij voor het geval, dat # = 0 was construeerden, met
massa bedekt wordt (bijv. gelijkmatig of alleen in de richting van
de groote en kleine as), zoodat daardoor de hoofdtraagheidsmomenten
van de ellips en de ligging van hunne assen dezelfde worden als die,
welke uit het traagheidsellipsoid van het slingerlichaam volgen.

Dan brenge men in de as, die met het traagheidsmoment a;,
overeenkomt, de y,-as, eene massa aan die om de andere as,
x,, W tot traagheidsmoment heeft; de hoofdassen van deze nieuwe
massaverdeeling bepalen door hunne ligging ¢p, door hun verschil

1T /1

4,” VB

Nemen wij nu aan, dat m, nict langer nul is; volgens (71%)
wordt dan
AP = ane+ W, AT =apgt WTgtmy, 431 ==2(ang +WTym,).

In dit geval behoeft men dus slechts de massa, die # tot traag-
heidsmoment heeft, evenwijdig aan de x-as te verschuiven tot hare ver-
bindingslijn met den oorsprong den hoek =, met de y,-as insluit,
om verder als in het vorige te werk te kunnen gaan. Nu kunnen
wij overgaan tot het algemeene geval, dat ook over m; en m, geene
bizondere veronderstelling wordt gemaakt. Volgens (71%*) en (27)
zal men dan in ’t algemeen weer geheel andere waarden voor Yp en

1 \/ 2 vinden. Om ook in dit geval aan de afleiding van
4, B,
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beide eene meetkunstige beteekenis te hechten, willen wij de #, v, w
uitdrukken door de 2', y', 2'. Dit laatste stelsel is volgens (1) en
(2), dat, waarvan de 2-as loodrecht staat op het vlak van de beide
scherpe kanten der messen in hun evenwichtsstand, en waarvan de
2’ in de scherpe kant van het vaste mes valt. Stellen wij -

u=alVa' 4 BlVy + o1V,
v= u"’w +BYy 4+ (10%%)
w—-a”z'-l- By + 5V,

z00 laten zich «!¥.... oIV uit (6) en (10) bepalen, vormen wij dan

v VAN | R | G | oo
a a @y juist zoo als =,

«p® Taw’ g Yy Cpy
enz, en a" , enz., zoodat dus

uf
AV — W W a1V vV a1V
,,ﬂ-—P“ 1 +Qas By + Ray B3
wordt, en noemt men #', %', ¢’ de onthondenen van de draaiings-

snelheid van het slingerlichaam volgens de assen der z’, ', z, dan
vindt men (zie (17*)) voor de levende kracht van het slingerlichaam

de symbolen «

’

2T, _aaaz- -}-a’gﬂx 4a yp +2aa'97rx+2’lv 7r’p+2am,xp.
(L7*%)

Wij zullen nu &', ' invoeren, die eene overeenkomstige beteekenis
hebben als £, ». Daartoe kiezen wij op de 2'-as een punt met de
codrdinaten

=0, y=0, /=1,
wanneer de slinger in den evenwichtstoestand is; de #' en y' coor-
dinaten van dit punt wanneer de slinger zich in een anderen stand
bevindt noemen wij £’ en »'. Wanneer wij ons nu de ontwikke-
lingen herinneren, die tot (71*) voerden; blijkt, dat men 7' kan
brengen in den vorm

Ae’&'( 5) 477 (d”) +4%7 (ﬁ) (dt)

! (34

Az”’_aa“-{-}? A7 =aﬂﬂ+WTg m,,

waar

Ai’ =- 2(aaﬁ+ W Tgm,).
Op de ellips
ALV AT =1 (%
geheel dezelfde redeneering toepassende als op de ellips (¢), blijkt,
dat ligging en grootte van hare hoofdassen gevonden worden, wan-
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neer men het traagheidsellipsoid van het slingerlichaam snijdt door
het vlak, dat door de scherpe kanten der beide messen in den
evenwichtsstand is gelegd; over dit vlak massa’s zoo uitbreidt, dat
zij dezelfde hoofdtraagheidsmomenten en dezelfde ligging der assen
opleversn, als uit het traagheidsellipsoid volgen; vervolgens eene
massa, die in een punt van de y'-as liggende ten opzichte van de
' -as het traagheidsmoment 7 heeft, evenwijdig aan de #'-as verschuift,
tot zij ten opzichte van de y'-as het azimuth », heeft (d.i. in de
scherpe kant van het tweede mes valt); en ten slotte de grootte en
ligging der hoofdtraagheidsassen van de geheele massaverdeeling over
het snijvlak bepaalt. Met de ligging en grootte van deze hoofdassen
hangen die van de ellips

AV L AT A =1 ... (e)

eenvoudig samen. Om dit in te zien voere men in beiden in plaats
van &', v en in plaats van £, » nieuwe codrdinatenstelsels, die der
E”, »" en die der E£", »" in, door eenvoudig het ', y', 2’ en het
g, Yo, Zo-Stelsel respective om de z° en 24-as te draaien, tot de
#'-as en de z,-as in de knooplijn van het vlak der z’, y' en der
@y, y, vallen; de ellips (¢*) moge dan den vorm

dEPL Y CE Y =1,
de ellips (¢) den vorm
QE" 4 b 4 ok =1

aannemen. Beide ellipsen zijn echter dezelfde gebleven. Nu is bij
oneindig kleine amplituden — »” zoowel als —»"', (zie 84*) de draaiing
van het slingerlichaam om de knooplijn van het vlak der messen met
het horizontaal vlak; maar terwijl £” de draaiing van den slinger
om een lijn in het horizontale vlak en loodrecht op de knooplijn
gelegen aangeeft, is bij eene helling ¢ van het vlak der messen op
het horizontale vlak £'"==£" Cosi; de ellips (¢) is dus die, welke
ontstaat wanneer men de massaverdeeling behoorende bij (¢*) en in
het vlak der messen gelegen, projecteert op het horizontale vlak, en
dan de traagheidsellips voor deze nieuwe massaverdeeling bepaalt.

Deze redencering samenvattende vindt men Jp en p —g¢ als volgt.
Zoek, wanneer de slinger in den evenwichtsstand is, de hoofdassen
van de elliptische snede van het traagheidsellipsoid van het slinger-
lichaam voor het ophangpunt met het vlak der scherpe kanten van
beide messen. Leg in elk dier assen de massa 1 op een afstand
van het ophangpunt gelijk aan het omgekeerd kwadraat van de lengte
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van de andere as, verder in die lijn van het vlak, welke met de
scherpe kant van het bovenmes overeenkomt, op den afstand 1 van
de lijn, die met het benedenmes overeenkomt, eene massa gelijk
aan het traagheidsmoment van den drager om het vaste mes. Pro-
jecteer deze massaverdeeling op het horizontale vlak en bepaal ligging
en grootte der hoofdassen van de traagheidsellips dezer nieuwe massa-
verdeeling. ¢p is de hoek, die linksomgaande positief geteld, uit
de projectic van het vaste mes op hetzelfde vlak naar de naastbij-

gelegen hoofdas voert, de lengte van deze hoofdas is \/ ;%—, die
0

1 .
van de andere \/ Fo ©n p—¢is, wanneer het zwaartepunt van
0

den drager in het vaste mes valt, de wortel uit het draaiingsmoment
van den slinger vermenigvuldigd met hun verschil.

Zoo hebben wij op vrij eenvoudige wijze een inzicht gekregen in
den samenhang van Yp en p—g met de inrichting van den slinger.
Voor de berekening van beiden zal men echter liever (71%), niet
(27) en (26), volgens welke laatste

(45— 4

B —a V[ E_ qmip Em2.— g0 "o/
A—B, =2V (45— AP+ (4T =2 0T

is, gebruiken.

Wanneer het zwaartepunt van den drager niet in de scherpe kant

van het vaste mes valt, wordt volgens (47%) p - ¢ :\/ g; - V/ .Z}% .
Wij zullen derhalve M en M’ ontwikkelen, waarbij tevens de waarde
van U, g bepaald kan worden. Daartoe moeten wij de krachtfunctie
der zwaarte vormen. Zij is

Zmz,,

wanneer men over alle massa’s, m, van het slingerlichaam en van
den drager sommeert en laat zich splitsen in twee andere sommen.
Voor de eerste, die alleen van den drager afkomstig is, vindt men
gemakkelijk

standvastige 4+ M, Cos(my + my + ). Cosm, ,

wanneer men het product van het gewicht van den drager en van
den loodrechten afstand van het zwaartepunt er van tot de scherpe
kant van het vaste mes M, en de hoek van deze loodlijn met eene
loodlijn op het steunvlak van het bewegelijke mes neergelaten m,
noemt, welke laatste hoek men van de z'-as naar de y’-as moet meten.



155

Om het gedeelte, dat afkomstig is van het slingerlichaam uit te
drukken, leggen wij door het bewegelijke mes in zijn evenwichtsstand
als y-as een verticaal vlak en in dit vlak de -as van een linksch
codrdinatenstelsel der £, #, & De codrdinaten van het zwaartepunt
ten opzichte van dit stelsel worden bepaald door m,, den hoek, die
linksomgaande van de &-as naar de verbindingslijn van het zwaarte-
punt met het ophangpunt voert; en wel zijn de codrdinaten van een
punt op den afstand 1 van ’t ophangpunt op die verbindingslijn
gelegen

= Cosm,, wy=-— Sinm,, £,=0.

Nu kan men dit stelsel verkrijgen door het z,, y;, z;-stelsel in
den evenwichtsstand om de p, of w.h.i. om de y;-as te draaien.
Den draaiingshoek, die dit laatste stelsel samen doet vallen met dat
der £, », &, zullen wij d noemen en verder als hulphoek gebruiken.

Voor de @, y;, z3 codrdinaten van het zooeven beschouwde punt
vindt men zoo

zym = Ew Cosd + &u Sind,
YsM ="M,
23m = &u Cosd —En Sind.
Dus over het geheele slingerlichaam sommeerende
Emey = M Cosm, Sind,
Smzy = M Cosm, Cosd,
Smys =—MSinmn,.
Uit deze onveranderlijke grootheden volgen nu terstond met (6*)
U = £mez,== standvastige 4 M, Cos(mq +'m; + p)+
+ M(z,"" Sinm, Sind + B,'" Cosm, 4 y3"" Sinm, Cosd),
[ de coéfficienten in de ontwikkeling
U=0U,+ U’ﬂy +U0,v4 U'“, w4 U 3v* + U, pwv+ enz
Wegens den evenwichtsstand van den slinger bij x=0 en v=0 is
v,=o, v,=o0,
welke laatste vergelijking, volgens de ontwikkelingen van «,’ enz.
naar machten van g en v, uitvoeriger geschreven

0 =—M Sinm, Sind Cosm, Cosmys+M Sinm, Cosd(—Sinm, Cosm ,+
+ Cospe, Sinmg Sinm,)
wordt, en den hulphoek @ bepaalt door
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Tgd =

cosm, Cosm
Verder met (9%*), (7) en (9)
U"“ =1 {M(Cosm, Sind Cosm Sinmg Sinm, —
—Sinm, Cosm, Sinmy Cosm, + Cosm, Cosd Cosm , Cosm ) {
+ My Cosm Cos(ing +m,)},
U’/w = M cosm, (Sind Cosm, Sinmz 4+ Cosm, Sinm ),
U'ys == 3 MCosm, | Sind(Cosm, Sinm s Sinm, —
—Siam, Cosmy)+ cosd Cosm,.Cosmy}.
Hieruit volgt met (61*), stellende
U= Ulo+[752 E*4 U’g,,én + Ul,,z nt,
_ 1 4 (Coam, Sinmy, —Sinm , Sinm g Costm
£7 cos'm_ Cos*m, v Cosm, Cosm, Co3Mg

UI

Cosm, Sinm ,— Sinm, Sinm, Cosm,
(osm, Cos*m, (08*m, o

+T,,

U

U,, = 1—
T ostm,  n

2

Cosmy Sinm,— Sinm, Sinm, Cosm,

U, =-2U0
i wl Cos*m, Cosm, (08m

En eindelijk als in (74) .
M = U’W’ ZUE’ Cos* ¥+ U/’?’ Sin*Yp + U'EqSin\PD Cosdp,
M'=U,4 = U,$2 Sin®dp 4 U/’I‘ Cos® Yp— U’Srzsm% Cosdp,
U'pg= (U’m ~U’§,)Sin2¢p+ U'Eri Cos 24p.

Cosm, Sinmy Sinm,— Sinm, Cosm, \

—

)

(34%)

. (35%)

(14%)

Aan deze ontwikkelingen laat zich evenwel niet als bij die ten op-
zichte der 4-grootheden eene eenvoudige mechanische beteekenis
hechten. Ten slotte willen wij echter nog opmerken, dat in de in
deze § behandelde ongestoorde beweging van den slinger door ons
de term U o4 (zie (35)) niet opgenomen is, en dat men haar dus
niet moet verwarren met de beweging van den slinger bij oneindig
kleine amplituden en afgezien van de wrijving en van de draaiing

der aarde. Want deze wordt bepaald door (zie 71* en 35%)

(&) a7+ 05 7=

U0+U525’+Unqz"’+0575ﬂ

Ut
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en geeft in ’t algemeen aanleiding tot verschijnselen, die men Lis-.
SAJOUS’ figuren in schegfhoekige codrdinaten zou kunnen noemen,
veranderlijke slingerbanen, die voortdurend een scheefhoekig paral-
lelogram aanraken, welks zijden zulk eene richting hebben, dat zij
tegelijkertijd de geconjungeerde assen van de ellips (¢) en van de
ellips

U’5122+U,1,,:”2+U’5,]§”=1

zijn.

§ 4. De oneindig kleine bewegingen zonder wrijving teruggebracht tot
die welke in Hoofdstuk II van het 1¢ Stuk zijn beschreven.

Als ongestoorde beweging legden wij aan dit onderzoek (47°) ten
grondslag, die de Lissajous’sche figuren bij de nagenoeg gelijke

slingertijden _pz en 7” in de door {p bepaalde richtingen voorstellen.

Laten wij nu met deze 8, samenvatten, dat van § alleen overblijft,

wanneer men de amplituden zoo klein neemt, dat zij van de tweede
orde, dus oneindig klein gesteld kunnen worden, en onderstelt, dat het
zwaartepunt van den drager in het vaste mes valt. Immers (46, 47ben 92)

. . . 2k - a) \/ Qe
d litud == g
8, en E zijn ten opzichte van de amplitu en( \/ en )

van dezelfde orde, hunne verhouding blijft dus dezelfde wanneer men
de amplituden kleiner en kleiner neemt, maar de orde van 8,48,
(89 en 90) ten opzichte van de amplitude is de dubbele van die
van E en de verhouding van Sy + Sy tot E' neemt dus af wanneer
de amplituden kleiner worden. Bij amplituden, die van de tweede
orde klein zijn is Sy 4 Sa ten opzichte van E’' van de vierde orde,
en mag volgens de aan (38) voorafgaande redeneering verwaarloosd
worden, terwijl Ss2, dat steeds van de tweede orde ten opzichte van
E' is, op de ongestoorde beweging eenen invloed uitoefent, die van
de grootte der amplituden onafhankelijk is. Wij komen dus evenals
in n° 33 en 38 van ’t 1¢ Stuk terug tot (81) en (82) van het 1e Stuk,
of met andere woorden onder den invloed van Sy, worden de bewe-
gingen van het waargenomen punt van den slinger, tot die, welke
voor de betrekkelijke beweging dezelfde beteekenis hebben als de
figuren van Lissajous voor de volstrekte, en die in het 1° Stuk
n° 22 en vig. beschreven zijn. In plaats van «, en B, komt hier «

en @, in plaats van y Q' en in plaats van x, en y,, dV 4 en
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¢ VB, Dit laatste heeft, daar V7, en VB, slechts om eene groot-
heid van de tweede orde bij de proeven afwijken, geen anderen merk-
baren invloed, dan dat de afmetingen van de slingeringskrommen,
op wier vorm en ligging het echter zoowel in Hoofdstuk II van
het 1¢ Stuk als in deze § alleen aankomt, in eene andere eenheid
moeten worden uitgedrukt.

De veranderingen van vorm en ligging der slingeringskrommen
en van den zin van de beweging van het waargenomen punt in deze
worden dus bepaald door de grondformulen (A) en (B) van ’t1¢
Stuk. In deze moet

Cotg;p_—_%%?, 0< <1807,

Cos ' =V Cos’, 0 <Y <907,

en D:_g;_;t%-,-t, of y = 0/,

genomen worden. (Vergelijk (93), (96) en (115) van ’t 1¢ Stuk met
(47%) en (92) hier). Dan is X de hoek van de groote as van de
slingeringsellips met de ¢-as, in den zin van de ¢- naar de b-as
positief genomen; x als in ’t 1¢ Stuk de ellipticiteitshoek; en komt
[=]" overeen met eene beweging in de ellips in den zin van de f-as
naar de ¢-as.

Deze bewegingen zijn in ’t 1¢ Stuk uitvoerig behandeld; zij zijn
periodisch en hunne periode, IT, wordt bepaald door (126) van ’t 1e
Stuk. Wij zullen hier nagaan, hoe men de symmetricassen en de
periode der bewegingen van den slinger kan veranderen, of m.a.w.
hoe men van gegeven waarden ¢, en IT tot andere waarden ¢’y en
I’ kan overgaan. Dit is een vraagstuk, waarop men terstond bij
het doen van proeven met dezen slinger stuit. Om dit op te lossen
is loodrecht op de z,-as boven het messenpaar een tafeltje aan het
slingerlichaam bevestigd, waarop men gewichten kan pleatsen. Wij
vonden

_ \/M” \/"ﬂ'__, \/’Eﬂo—m MM -M
1= 3=V 2, & a4, "

waar A4, en By, M"” en M’ slechts ten bedrage van eene oneindig
kleine grootheid verschillen. Dus is volgens (126), (110) en (115)
van 't 1° Stuk
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B -4, M' 4, T,
* 4 —-2\/ﬁ(["7)°—- ~—9=
. p—yq 2T,0034/_2008\L'T, Q ar,
TNG-gp W m yar o= o
\/ B,—4, M —M\?
1 ( B T )
en —_ = E)
II 2T, Cos’

wanneer T, de slingertijd (heen en terug bij rechtlijnige slingerin-
gen) van onzen slinger is, Wij zullen hier het geval nagaan, dat
M -M=0e U e =10 is, dan is
— 2

E’Bo‘d 2T, Q' Cotgd of M=2T, C’os\la’\/(B:j"Ao) ,
waarnit men A,,—-B,, berekenen kan. Het komt er dus slechts op
aan van bepaalde waarden van A,—B, en ¢, tot willekeurige an-
dere A'y—~ B, en 'y over te gaan. Nu is echter

‘1-——"0082440 en A= 40—

A AT = “Sm2¢n,

en moet dus
(4'y— B'g) Cos2 Y n—(Ay— By) Cos 2 dp =2 (45° — A1) - 2 (45 — 477),
(d'y— B ) Sin2 ¥ y— (Ag— B,) Sin 2 by = 2 (4571) —24%7,

zijn. Om deze verandering in A%, A™ en A5 aan te brengen,
plaatsen wij cylindrische gewichten, wier as evenwijdig met de z,-as
loopt op het beschreven tafeltje; terwijl wij er zorg voor dragen dat
de zwaartepunten symmetrisch ten opzichte van de z,-as en in het-
zelfde horizontale vlak (evenwijdig aan dat van het tafeltje) vallen.
Dan verandert de evenwichtstand van den slinger niet en blijft

M'—M' =0; alleen ay,,, aﬂﬂ, a“ﬂ en @), veranderen, en de ver-

124
andering van ag,— a,,x‘g en van a,,lg hangt alleen af van de massa’s
en van de plaats der zwaartepunten van de gewichten.

Stellen wij nu weer m;, m,, mg, ¢,, 0, van de eerste, # en
P—Qvan de tweede orde klein, zo0o behoeft men in ag,, azlg en a:,,g
slechts veranderingen van de tweede orde aan te brengen. De wijzi-
ging van a , komt echter in (71*) alleen met grootheden van de
tweede orde vermemorvuldwd voor, en kan dus tegenover de wijzi-
gingen in ap,, a, g en a,o; s verwaarloosd worden; dan worden, de

. [] .
veranderingen van ¢y, €nz. met [ag,] enz. aanduidende
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2 (A — ATy — 2 (A% — A") = [afg) —[ad],
(A7) — A = —[al4]"
Noemen wij nu F het product van de massa der toegevoegde
gewichten aan de eene zijde van de z,-as met het vierkant van den

afstand van hun zwaartepunt tot deze as, verder jf het azimuth
waarin hun zwaartepunt ligt; zoo is

lafs] —[tna) =2F Cos2f = (4~ By') Cos 2 b~ (4g— By) Cos 2,
—2[ang) =—2FSin2f = (A)—B,)Sin 2y~ (dy— B,) Sin2bp.
Om dus tot gegeven andere waarden IT' en i,  over te gaan, moet

men uit IT' (J)’ berekenen, dan geeft

Cotyg (V) Sin 2 bp' — Cotg Sin 2 bp

2 ==, () Cos2¥p — Cotgd Cos 2’
__ T,Ba , , .
F= Cor2f [Cotg (b)Y Cos 2 bp'— Cotgy Cos 2dp],

S en F voor de tot dit doel toe te voegen gewichten.

Het meer algemeen geval, dat ook U’ o in aanmerking wordt
genomen, behandelen wij in Hoofdstuk IV,

Wanneer' men de bewegingen van den slinger bij oneindig kleine
amplituden en zonder invloed van de wrijving waar kon nemen,
zou men ' kunnen berekenen op de wijze, die voor het eenvou-
digst geval van onzen slinger in Hoofdstuk III § 4 van ’t 1e Stuk,
werd aangegeven.

Bij de slingerproeven stelt men zich echter ten doel de ontbondene
van de draaiingssnelbeid der aarde volgens de naar beneden gerichte
verticaal van de plaats van waarneming, &,  te bepalen. Bij de
inrichting van onzen slinger kan het verschil van Q' en &, (zie 88)
eene grootheid van de derde, of ten opzichte van &,, van de eerste
orde worden; men zal dit verschil in ’t algemeen dus kunnen waar-
nemen. Naarmate men er meer zorg aan besteedt m, en m, tot
nul te maken, wordt ook de term m,&, —m,&,, van dit verschil
kleiner. Maar wanneer wij dezen term ook zoo klein maken, dat
hij aan de waarneming ontsnapt, zoo blijft nog —2(e pyBsot @uy @y,
over. Is er grond te vermoeden, dat deze term een merkbaren
invloed op de uitkomsten hebben kan, zoo zal men hem moeten
elimineeren, door nieuwe proeven te verrichten, nadat men den
slinger met het x,, y,, zo-stelsel om de z,-as gedraaid heeft, maar
hem ten opzichte van het x,, ¥,, 2,-stelsel onveranderd heeft
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gelaten. Tot dit doel is het benedenmes op eene plaat bevestigd,
die in haar eigen horizontaal vlak draaien kan.

Daarbij blijft in £ alles hetzelfde behalve &,, en &,,. Wanneer
wij de plaat juist 180" omdraaien, zal de nieuwe ligging van de
vroegere #,, ¥,, 2, die van de nieuwe —z,, —y,, z,-assen zijn.
Bepalen wij nu weer £’ voor den slinger, en noemen wij deze nieuwe

waarde Q' _; zoo is

n?
Ho+0 ) =—="a.,.

Tvenzoo vonden wij in n°. 38 van ’t 1¢ Stuk, voor het eenvoudigste
theoretische geval van onzen slinger voor de draaiingssnelheid ¢/,
die verkregen zou worden wanneer men aannam, dat de bewegingen
van het waargenomen punt plaats vonden onder de werking van

krachten, die er in twee hoofdrichtingen dezelfde slingertijden 2z en 27
P

aan zouden geven,

,_2P-R
55 e

De invloed, die de draaiing der aarde op verschillende slingers, die
dezelfde Lissajous’sche figuren zouden vertoonen, wanneer de aarde
in rust was, heeft, hangt dus zeer wezentlijk af van den vorm dier
slingers. Nemen wij als vroeger aan, dat P en @ slechts om eene
kleine grootheid van de tweede orde verschillen, dan is

2
9P—R _P+Q—R _ 2Z™i®
5P — 8P — 8P

waar de som I over alle massas m; van het slingerlichaam (niet
van den drager) genomen moet worden en w, de codrdinaten van
m, in het w, v, w-stelsel zijn. Want volgens de bepaling van het
coordinatenstelsel der u, v, w en van P, @, R (§1) is

P=sm (v, +w.®), Q:?m,(u,’.l.w,’), R=?mz(”x’+“.~’).
i

Deze factor, een echte breuk, wordt kleiner en nadert tot nul naar-
mate de vorm van den slinger meer en meer die van een slingerende
schijf wordt, en overeenkomstig hiermede neemt de storing van de
figuren van Lissajous door de drasiing der aarde af. Men kan de
waarde van

1-37
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met voldoende nauwkeurigheid uit de afmetingen van den slinger
berekenen en hiermede is &,, gevonden.

Neemt men ook nog Sy in aanmerking zoo verkrijgt men de be-
wegingsverschijnselen, die in n°. 82 van’t 1¢ Stuk werden behandeld.

§ 5. Storingen in de elementen ten gevolge van de wrijving.

In de vorige § § stelden wij steeds, dat de slinger zijne beweging
zonder wrijving en weerstand uitvoerde. Wij zullen nu zien, dat
deze wezentlijk van invloed op de verschijnselen kan zijn. Bij onzen
toestel bevrijden wij ons door het luchtledig pompen van den invloed,
dien de weerstand van de lucht op de bewegingen kan hebben; te
beschouwen blijft dus slechts de wrijving van de messen bij de slin-
gering om hunne scherpe kant. Een van de groote voordeelen van
onzen toestel is nu, dat men de wet volgens welke die weerstand
met de snelheid der beweging samenhangt afgescheiden van den in-
vloed van de draaiing der aarde (bij slingeringen om elk der messen
afzonderlijk) volgen kan, en dezen invloed van de wrijving dan bij
proeven, waar de slingeringen om beide messen vrij zijn, in rekening
kan brengen. Het gedeelte van de versnelling der draaiing om beide
messen, dat afkomstig is van de wrijving, kunnen wij als functie
der draaiingssnelheden naar hunne opklimmende machten ontwikkelen.
Bij onzen slinger bleek het noodig te zijn van deze ontwikkeling

(%)D—.:-{AD;"Z—;# VI;A'D%\/@Z)T+....}

(5), = (22 4 VT2 T e

de twee eerste termen in rekening te brengen. De standvastigen
Ay, Boen Ay Y Z: en B, \/?47 (de vorm der coéfficienten \/;KA'D,
V4, B, is tot vereenvoudiging van het volgende gekozen) kun-
nen in ’t algemeen verschillend zijn, maar waren in ons geval
van de tweede orde klein. Daaruit volgt, dat men in de ontwikke-
ling van v en g volgens & en », de hoogere machten der laatste
grootheden mag verwaarloozen. Wanneer er eindelijk groote zorg
asn besteed is m, tot nul te maken, en, als in ons geval, de ge-
heele storing door de wrijving slechts geringen invloed op de ver-
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schijnselen krijgt, zal men ook in (60) m, nul mogen stellen en
dus voor v, £ en voor g, —v mogen schrijven. Verder kan men

a b
= —= Sinpt", = Sin(pt'49) ... (980
g Vi "= (pt"+9) (98%)

stellen, wegens (24) en (47°) is namelijk

£=9 Corb=tSingy=\/ 2(—"]%—“"’&%“'003%-\/ 2 Singt"Sing=

2(h—e e o
=(\/ (M )008\1‘0"' \/—]é.tswl\’/pcosTo)Sm})t—

2a a a
—\/ =57 Sin T, Sindy Cospt = —— Sin(pt —f) = —— Sinpt'"”’,
g Sin Ty Sin by Cosp =S (rt=1) Vi
wanneer

= \/ 2h{(1—u’)003’¢.,+x'8in2¢D—Sin2da,, CosTy V 2 (1-2')},(93°)

-4
1=_’ t“l= tl__ A
@=z. P pt=1,

SinpSin Ty Vo™

en Tof = — . ... (94)
\/(1~a’) Cos yp— Sinp Cos T Vo (
Evenzoo
b
W —=—— Sin(pt' —¢),
\/M ? g

b= \/ 2% {(l—a’)Sin’\LD-l—u’ Cos® Yy + Sin 2 Yy Cos T \/x’(l—x')}

(94
en Tyg= ———hSa NG (95)
VI—4 Sind, + Cosp Cos T, Ve
Dus is in (93)
O g e (96)

Wij hebben in § 4 gezien hoe de bewegingen van onzen slinger,
bij eindige amplituden en de draaiing van het codrdinatenstelsel in
rekening brengende, ten opzichte van de ¢ en f-assen voorgesteld kan
worden door de beweging in een vlak van een punt met de massa
1 onder de werking van de krachtfunctie — (p*#,?+¢%y,®) ten
opzichte van een rechthoekig cotrdinatenstelsel, waarvan de y,-as links
omgaande op de #,-as volgt, terwijl de canonische elementen van
de ellips tegelijkertijd veranderen tengevolge van de storingsfunctie

11
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§, die wij in die elementen hebben uitgedrukt. Uit x, en y, vindt
men dan 9 en § door

m,-:(b\/z,, eny,=6VA, ... ...
De beweging van dit punt stelt evenzoo de beweging van den
slinger onder den invloed der wrijving voor, wanneer men er nog
op laat werken eene storende kracht, die aan het punt zulk eene
versnelling geeft, dat de daaruit volgens z, = ¢ VA4, en y, =10 V4,
en volgens (24) volgende versnellingen van £ en # de draaiingsver-
snellingen der wrijving zijn, welke uit (93°) met u —=—w en v =&,
zooals wij aantoonden, volgen. Nemen wij nu een nieuw codrdina-
tenstelsel aan met denzelfden oorsprong als de x,y, en ten opzichte
daarvan evenzoo gelegen als de £, u-assen ten opzichte van de ¢ en
f-assen; en noemen wij de codrdinaten in dit nieuwe stelsel, £’ en
w, zoodat £ —§¢ YA, en w =u VA, De ontbondenen van de
storende kracht zijn dan ten opzighte van de £’ en #'-assen

sz\/A(dﬁ) {AD\/A +A'( odt\/A 2 + }

H= (dﬁ) _——{BD\/Aod +B’<\/Aodt\/A + }
of met (93) en (472)

& =—{ApaCospt"' + A'pa2Cospt" \ Cos’pt " +.. .}, l )
H=—{ By Cos(pt"'+8) 4+ B'y62Cos(pt' '+ 9) V Cos2(pt "+ 0)4 ...},

en de ontbondenen derzelfde kracht volgens de x, en y,-assen

,=E Cos\LD—I-HSz'n\PD,}

. (99)
Y, = H Cosyp— E Sin ¥p.

Volgens de formulen (67) en (68) van ’t 1¢ Stuk, die de uitbrei-
ding van de storingsformulen van ScHERING zijn, komt er dus bij
de verandering der elementen van onze ellips een deel, dat van de
storende krachten der wrijving afkomstig is en dal wij met ()p zul-
len onderscheiden. Dit deel is

(@) —x, 2y
dt/y Y] 3’
dr dx Ay,
(@) x5 -ri

dt idr

.. (100)
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ap z; \
(aTt) X‘ da +¥.

ar Bwi Byl
(d—t) X % triss

. (100)

want « en % behooren tot die klasse van elementen, welke in n° 8
van 't 1¢ Stuk §,, B en = tot die, welke daar ¢, werden genoemd.
In (100) is volgens (47°) en (97)

gwé=0, %—5‘/8’-—-—\/20400%:5" |

oz, Sinpt 0y, Singt”’

0o pVa(hi—a) % gy2a’
S (101)
3= (A—a) Cospt, Py =—V2aCosqt”,
-B_f__ _ Sinpt ?1_2=0

B pVRl—e) O

Met de vier vorige vergelijkingen wordt

(%) = H Cosyp \/2—;0034#’.-5 Sint’/n\/ﬁ(‘osgt”,
D

(fl_ﬁ) — (-—- Cos yp Sinpt’ _ Sinbp Sinqt”)
dt)» P V2h—=) V2 /'
- (—- Sin yp Sinpt’ ~ Cosp Sing t")

V2 —a) ¢V2a

((%) =& (Cosp Cospt V2 (% — &) —Sindp \/2_a-c—Oosqt"),
D

+ H (Sinyp Cospt’ \ 2 (% —e)+ Cosdp Y 22 Cosqt”),

(”.’_E) —zcosby —PY |\ yingy —00Y
dt/p pV2(h—2) ARICEP)

De ()p veranderingen van een element zijn, (zie de waarden van
@, b in (93) en (94)) omdat Ap, Bp, A en By van de tweede
orde gesleld zijn, van de tweede orde ten opzichte van dit element.

Wij

kunnen dus weer als in § 2 de middenwaarde van de (gi;)
D

over verscheidene slingeringen, of bij passend gekozen A en A’

11%
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A2
@)= @)
A Yy dt dt

nemen en daarbij de elementen onder ’t integraalteeken onafhankelijk
van den tijd stellen. Wij ontbinden dus p# en ¢g¢” in de cosffi-
cienten van £ en H in eene som van twee deelen in dier voege,
dat een van deze deelen tevens in de cosinus in & of H voorkomt;
en schrijven zoo bijv. voor

E Sinpt' = 2(Sin(pt —f) Cosf+ Cos(pt —f)Sinf),
HCosgt' = H(Cos(pt' —g) Cos(g + T,))— Sin(pt' —g) Sin(g + T,)),
waar gedurende ettelijke slingeringen f, ¢, 7', onveranderlijk gesteld

mogen worden.
Daar in £ en H slechts Cos(p# —f) en V Cos? (p¢ —f), respec-

tievelik Cos(p¢ —g) en V Cos? (pt —g) voorkomen, behoeft voor
de middelwaarde van ESinpt’ bijv. slechts & Cos(p ¢ — f) Sin f in aan-
merking genomen te worden. Te bepalen zijn dus de middelwaarden,
(die wij met een horizontale streep aanduiden),

% Cos (pt’ —f) = — (4ba Cos* (p? — 1) +
+ v’ a* Cos? (pt — 1)\ Cos® (p¢ — 1)),
HO7—g) = (B T o7 =7) +
+ Bp'b* Cos* (pt' —g) V Cos® (p?t —y)),
wanneer wij met de ontwikkeling van (98) tot de tweede machten
der snelheden gaan.

De middelwaarden van Cos* (pt’ — pc) en Cos? (pt'—u) V Cos®(pf—u)
vindt men uit

+_.
2
ggfp P Cost (pt—pyat =
"

%

?

T b
2p% Py e S oS
”[ Cos* (pt'—p) V Cos (pt—y)dt_gz_.
d
r
Dus is

S TR 8
Z Cos(pt —f) = —%(AD + 5o 0 4),
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I7ol b 8 ’
H(OS(_pt —y)="§(BD +§;6.B|))-

Hieruit blijkt ook hoe de voorgaande beschouwingen uitgebreid
kunnen worden tot meer termen van de reeks (93%).
Is een van deze bijv.

v )

zoo komt daardoor in g Cos(pt' —f)

1.3.5....(41) a5

nog — i T ) voor z even
2 2.4. co(n 4 1) a1 4T
of e 7 T 2) A vOoOor # oneven

bij 4p en hiermede is in ’t algemeen aangegeven, hoe men uit de

d i . .
77 der elementen, wanneer de wrijving zuiver evenredig is aan
D

de amplituden, die verkrijgen kan, welke plaats vinden wanneer er
buitendien enkele of eene reeks van hoogere machten in de ontwik-
keling van de wrijvingsvertragingen naar de snelheden voorkomen.
Dan toch moet men in plaats van A4, en By eene reeks te stellen,
die respectievelijk naar de machten der & en & opklimt. Laten wij
dus de berekening voor het eenvoudige geval,

£Cos(pt' — f) ==t dva, HCos(pt —g)=—1Byo,

voortzetten en dan later, door de gevoncen reeksen voor 4, en B,
in de plaats te stellen, tot het algemeene geval oveigaan.
Dan komt, daar p — ¢ gesteld mag worden,

(%lft) _—B—bf‘oszlfn\/wcos('-"o-l-y)'l' " aSindy V2 aCos(Ty + £),
D

(%E:)n =éa( \/2_;Cos\l«nSinf+

+VaG—2) — ) Sin Yo Sin(f+ T,))

2V (h 5

B N 7 Yo ; -
-——2—11;6(—\/248"1%&”9"'\/2(k*“)o°"1‘“s'”(9+T°))2V;(_;,_—“)’
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(0—;—};) =—?a((08\h) CosfV 2 (h—a)— Sindy \/ﬁCos(f-l— TN —
— B0y Sin gy Cosg VEG—2) + Cos by VB Cos (g + 14)),

d"') I:dn . By, . . ]
— ) ==—|=—aCCosplin — b 8i Sing | —————.
(), =—[55econvosns s 520 sinansing | Gmes
Met

a Cosf = \/2(k—u) Cosp — V2 2 Sindy Cos 7,,

aSinf = \2aSnpSinT,,
b Cosg = \/m&'ﬂ o+ V2zCosidp Cos T, ,
bSing —— \/2_& Cosp Sin T,
aSin(f+7,) =V 2(k—z)Cosbp Sin T, ,
aCos(f+T,)=V2(h—x)Cosp CosTy~ \V2aSindp,
b Sin(g+ To) = V 2(k—a) Sindp Sin T, ,
b Coslg + Ty) = V 2k — 2) Sinbp Cos Ty + V 2a Cosip;

volgens (93) en (94) en met ac'—_“;—‘ wordt

T\ _ (_ dB\ _ Bo—do Sin2oSinT, .o
(F),= (%)= "3 Vi) 1

dat
dr Bp—Adp SinTo\/Er,
2T\ — Sin2dp, . ... . 108
(dt)n I Ve P (103)
i\ _ _Ap , Bo,, Aot Bo,
(%)D" g v = g *
—(-’-12“—-—_23")”{(1—2u')cosz¢n—2Sin2¢DCosTo Ve -3},
of
digh A4 By Ay—B , 104
L L AP

—28in 2y CosTyy & (1—2')};

en eindelijk
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da'\ 1 da di\ _ By, ;. ..
(;l?) "‘;ﬁ(}‘;ﬁ x%)_ T‘f(\/z‘l—“ )Sindy CosT ) +

+ V22 Cosdy) Cosdy V2 + (\[2( T— ') Cos by Cos Ty —

A%+ By 4

2 (105)
.Al)"'Bn . - i

+a -—2—-{(1-254 ) Cos2dy—2 Sin2 ¢, Cos T, \/“ (1—= )}’

— V2o Sind,)Sind, \/EE'+

dt 2
+Q—2a)CosT, Y& (1—a')Sin24,),

(ii) — (o= Bv) {24/ (1—a') Cos2p+

In deze formulen, die gelden voor ’t geval, dat de wrijving juist
evenredig met de snelheden is, moet overal voor

8
_“'-A'D’

dn, A+ Py

en voor By, Bp+ 3—— B'n,
x

geschreven worden, wanneer men nog op den invloed van de tweede
macht der snelheden op de wrijving letten wil, wat bij onzen slin-
ger noodzakelijk is,

§ 8. De storingen in de elementen ¢ en 3 van de beweging bij
oneindig kleine amplituden en zonder wrijving.

De bewegingen van den slinger zijn nu volledig bekend, wanneer
men de elementen &, %, T,, = als functien van den tijd zoo be-
paalt, dat hunne differentiaalquotienten de waarden hebben, die wuit
(51) (91) en (102) (106) gezamentlijk volgen, dus bijv.

=it (=G ()

1 3Sw 0S8y da'
+k(3’5)+(aﬁ)+( )
Wanneer men alleen lette op S, zouden volgens § 4 van dit

Hoofdstuk en volgens de grondformulen (A) en (B), van ’t 1¢ Stuk,
bij y=2a'
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«' en T, zulke functién van den tijd zijn, dat

1—2a' = Cose Cosy' + Sin’ Sine Cos2(D +93), )
2 \/ a'(1—a')Cos Ty = Sine Sin2 (D + 3) (107)
e . " Cosd =5
A= Cose Sin}y’'— Cos{’ Sine Cos2(D + 3) = [i Cos V' VA
is, waar ¢ en 3 willekeurige standvastigen zijn, die uit den aanvan-
kelijken toestand bepaald moeten worden.
Wanneer men nu ook de

() () ()0 (L) (42,0 (22,
dt )x’ (dt o \@¢ )y’ (dt A \de h’ \dt v
in aanmerking neemt, kan men aan de differentiaalvergelijkingen voldoen

door ¢ en 3 als functién van den tijd, in plaats van als standvasti-
gen te beschouwen.

Stelt men
do ar,
en
(4 ae do de’ . (108
X—(dt)A+(dt)w+(dt)u+(dt.)ﬂ’ )
- dTo dTo é_z’ﬂ dTO
Y—-(m—),, +(_a7_t—).p+(dt ) +(7z?>u’

z00 voldoen (107) aan de differentiaalvergelijkingen

de' ar, _
a=4 =5

wanneer & en 3 standvastig zijn. Zullen zij aan (108) voldoen, zoo
moet

d0a’'ds | 02’ dd

aTna=r o
AT, de AT, d>
watwa=7Y

zijn; en wanneer men
0a’dT, 32’97,
V_-a—s—s-s—-——a-s-ﬁ-..-..-...(log)
stelt,
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dé oz’
Vi —x%h aa =TI, '
LB

Vit
Eerst moet men dus de gedeelteh;ke differentiaalquotienten

da’ da’ o7, BTO
330 33 Bs '3y en y bepalen.

——x%h +y_

Uit
1—20" = Cosy'Cos ¢ 4 Sin’ Sin ¢ Cos2 (D 4-3),
volgt
a ’
<= =4 (Cos’ Sime — Sin g’ Cos e Cos2 (D+-3), (111)
en ,
5"-;- =8iny’ Sine 8in2 (D+3), .. .. .. (112)
waarvoor men soms met voordeel
a;; 2 8iny Cos Ty Va' (1 — o)
schrijven kan.
Uit .
Vo' (1—a') Cos T, = SineSinZ(D—l—B),
124 .ai(]oa.’l’ —2 Vo' (1—a)8inT, —=00868’m2(0+3),
\/aa (1—a’) ¢
1—22 o oT,
CosT,—2 \ &' (1—a')SinT) —L=28in & Cos2(D+-5
m 33 0 a; ( + ):
BT Cose 8in2 (D -+ 9) (1—2a')CosT, o
- ; e =—, . (118)
ae eV (1 —a')8inT, Ra' (1—a')8inT, d¢

3T, 2 8ineCos? (D+H3) (1—22')CosT, 02

—_—= — 7 W = . (114
E) 2 Vo (1—&) Sin To 2w(l—w)SmToi’B( )
Dus

28ine Coa2(0—|—3) ~— —CoceSm2(D—{—3) 33

V=T 2\/,;4(1—“)&”1'

__Sine Cos?(D ) (8ime Cosy’— Siny’ Cos e Cos? (D +-3)) _
eV (1 —2a)8inT,
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Cos e 8in® 2 (D +3) Sin ' Sine
T eyd(—a)Sinl,
__ Cose Sin L' — Cos ' Sin ¢ Cos2 (D -3) Sine.
Vo' (1—a')8inT,
Volgens de in ’t 1¢ Stuk ontwikkelde formulen ((109), (121) en
(B)) is echter

2V (1—o')Sin To.__ Co N’ (OOSE Sin ' —Cos /' Sine Cos 2(D 43)); (115)

dus
C
o= e (116)
\/ Cos?
- . de as .. L
Wij bepalen nu die termen van 7 g die afkomstig zijn

van de wrijving. Eerst nemen wij in (108) volgens (105)

X = (dv—By) Cos2Ype’ (1=2') ¥ =0,

(de\’ _ Av—Bp Cos2 w42 (1— ') (_ 2SZ”&:.022(.D+;)
at 4 2 \/u(l—u’)SinTo
(1—2a")Cos T,
2a'(1—a')Sin T,
v (‘ﬁ) = By Cos2 . 4a'(1—a) (-— Cose. 5in2(D +2)

dt/m 4 2Va (1~a)SinT,

(1- 2“)0"3TT (CosV! .Sine—Sind'.Co 35.0032(D+3)),

+ Sin¢'.Sine.Sin2(D+§)),

4o’ (1—a')Sin
de Ap— By (- 28ine Cos2(D+3).42"(1—2a')
—) = Cos? Y +
V(\dt>m 4 ’ 2y d(1-a )Sin T,

4(1—22'). Cos Ty Sind'. Sins. Sin2(D +3) \/T(T:E))
t 2Va (1o’ ‘(1—a')SinT,
hierin is
() =—28ine Cos2(D+3)(1—Cos? ' Cos s — Sine Sin*y' Cos” 2(D +3)—
— 9 Sin Y’ Sine Cos ' Cose Cos2(D +3))+
4+ 2(Cos ' Cose 4 Sind’ Sine Cos2 (D +3) Sind’ Fine Sin® 2(D + d) =
= 25ine(Cos?(D+3)(Cos2d’ Cos* e =14 2 Sin' Sine Cosl’ CoseCos2(D +3)) +
4 (Cosy' Cose + Sind' Sine Cos2 (D 4+ 3))Sin ' Sine—
~ Cosy’ Cose Siny' Sine Cos* 2(D + 3) =
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=2 8ine {— Cos2(D + 3)(Cos® V' Sin* ¢ + Sin* Y’ Cos” ¢) +
+ Cos* 2 (D+3)8ine Cose Siny’ Cos’'+ Cos ' Cos s Sin -.L’Sins} =
= 2 Sine(Cos’ Sine — Sin ' Cose Cos 2 (D + 3))(Sind’ Cose —
— Cos )’ Sine Cos2 (D +3));
Cos , de
Sin e
V Cos2 <

—8in ' Cose Cos? (D +3)) —=

Sine .
_ = — -— C IS. —
dt)m 9 (Bp—4p) Cos 2 > (Cos ' Sin ¢

Cosdn
Veosty’

(g-;) =—B";AD Cos 2Yp(Cos ' Sine —Sin )’ CoseCos2 (D +93)) . (117)
DI

a3 By—A4Ay , , Cose Sin2 (D4 3)
vi-=—)| = Cos2 ¢p. 42’ (1— (— — e —
(dt)m 4 v el (1=e) 2V (1=2)Sin T, *

(1‘ 22 )CosT, Cos ' S Sind’ (" )
A TP TR0 — 2D+ =
+4m(1_“)'s T (Cos ' Sin ¢ iny'Coss Cos 2 (D + 3)
— — Cose St 3).4a'(1—2
By A”Cos2d:,,{ 03¢ Sin 2 (D + 3). 4 o' ( a;)+
4 eNEQA=a')Sin T,

(1—-22) Sine. Sin2(D + 3)(Cos ' . Sins — Siny’.Cose . Cos2 (D + S))} —
2V (1-a)SinT,
Sin2(D+3)
eV (12 )Sin T,
4+ Sin® ' Sin e Cos® 2 (D 4+ 3) + 2 Siny’ Cos ' Sine Cose Cos2(D -} 3) +
+ Sine(Cos® ' Cose Sine — Sin* ' Cose Sine Cos® 2(D 4 3) 4
+ Sin ' Cos ' (Sin? e~ Cos*e)Cos 2 (D + )} =
Sm2(1)+§)
VA1 =o' )Sin T,
+ Sin ' Cosy’ Cos2(D+3)Sin:} =

+

Bn“dn

Cos 2y

{ Cose (Cos*y’ Cos*s--1 4

BD—AD
Cos
" Cos gy —=

{—Sin*{ Cose +

Bn"An . o COSJI
=082y $in2 (D 4 3) Siny ——,
4’ 1] ( + ) v osz\p
d3\ __ 4v—By ~m2(D+§)Sm\V
en ((ﬁ)m— ) Cos2p Sine .. (118)

Nu moet nog dat deel van den invloed der wrijving beschouwd
worden, hetwelk
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X=-

Y"‘._"B An Sin 2 4p Sml_'l__
Ve(1=2")

A" CosTy(1—22') v @'(L—2a')8in2 p,

geeft.

Hiervan zijn afkomstig (Z t) en (?i;) s
1)) DII

p 4B R —
v (d—:>m= D2 "0081'0(1—245’) Va'(l—2')Sin 2, (_

2 Sine Cos (D + 3)
2V (1 —a')SinTo

2(1—-24a')C0s®* T,
VLA =4)sin T,
-_— ol
y D= Bo gy, 25nl T
2 2V (1—2)Sin T,

Sin d/) +

Sin ' CosT, d(l—a)=

Sine.Cos2(D 4 3)(1~ 22)
Ve (1=2') 8in Ty

—— /\2 2 o 2

A2 (ol Tk Sin' 1o g, ),
Ve Q=4) Sin T,

= "“;BD Sinddy Cos T, V(=) { -

{ } = { - Sine Con2(D+3)(Con ¥ Cone 4 Sind/ Sine Cos2 (D 43)) +
1

4 Sind'— Sin §’ Sin? eSm22(D+§)} e (1___75‘. T —
e’ )Sin

2( Sing Cosd' Cos2 (D +3) + Siny' Cose) Cose — 9 Cose _ Cos ;
2\/04(1 —a')Sin T, - \/Cos’\la

de\ __Av—Bp . ,
dus (th)nu_ o) Sin2yp Cose Sin2(D +3) . . . . (119)

Eindelijk

d3 Bn —b , , Cose Sin2 (D 4 3)

CosTo(1—24') V &' (1-o)Sin2yp{ — — -2 T°L

V(d{)m' of AR JSin2d { 2\/.;’—(1——95’)51%7",
Bp—4p Sin* T, oa

Sin 2 dn —— —
}+ 2 2o 2Va(1—a)8inT, o

(1-24")CosT, 92’
24/ (1—a')SinTy de

Cos ¢
2 V&' (1-)SinT,Sine

0(1—2a") &'(1—a')Sin2¢p

1—4a’' (1-4; )(os*T
oV &(1= &) SinT,

Bp—A4p

+ 7y Sin2¢p —— (Cosy’ Sins — Sind’ Cose Cos 2(D 43)) =
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_ BD S %4p 4 Cos*T, u”(l—.-a’) {( o) £ Coss
aVZ(1—2)SinT, Sine T

+ Cos{’ Sine— Sind’ Cose Cos 2(D+$)} +

Ap Sin2bp Cos ' Sine — Siny’ Cose Cos? (D +3)

4 £ b )
2VLQ—a)SinT, ’

{}=s

+ Coss Sine Sind’ Cos2(D+43) +

+ Cosy! Sim e~ Sin ¥/ Cone Sine Cor2(D +3)) = e
dus
d; S Q2
V(-—) —_Bo- ADSZ 2‘%{ ing Cos ' Sin® 2 (D +3)
dt DIt 9 V“l(l— “;) Sin To

_ Cos{' Sine + Siny' Cose Cos2 (D4 3) }
2V&(1—2)8in T,

43\ _ dp—Bp o ., Cos3(D+3)
(d t)nu— 4 Sin2dp Sime "7

Bij (117), (118), (119), (120) moet men buitendien nog letten
op (106), terwijl 2 volgens (104)

Ap+Bp, Ap—B ,
b dge e = TR =) Gt

—2Cos T,V o’ (l—a')Sm21pD] dt,

4p + B 4 B (121)
of met Ft = — D‘; L D; DJ‘[(Coup'.Cou+
+ Siny' Sine Cos2 (D + ) Cos 2 yyy—Sin ¢ Sin2 (D+ J)Sin2y ] dt,
h=heF L (122)

wordt,

De ontwikkeling van Z—: en Zi ten gevolge van §'= Sy+ 8, + Sy

kan in een meer sierlijken vorm worden uitgedrukt.

Daartoe make men in (110) gebruik van de formulen (90), (91),
(92) en van (51), die wegens

(#) 4y o= 5=
dt 4, v, U— or — 7

13&_(@) i _ k(du
Bod — \dt)a g U OB dt) 4,9, U

e
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dT, 8 dd _ _pdS

at T kdd’ dt % 3T,

worden. Zij gaan dan over in

of

dt £ 9T, 03 ke 08’
a3 _ p3SIT, | pds
V&H™ a3 T A e
of in
a5 _p 98 _de__p 98
. = . (125
dt Vﬁ e’ T v/L s’ (125)
welke eene verrassende overeenkomst met (51) hebben.
. de d3
Berekenen wij nu eerst (cTt)U n (o_l?)u
Daartoe moet men in (125) stellen
=~ U5 2M Sine Sin? (D +3);
dus is met (116)
de\ _ p Cos
(%) R Uwam, Cos2(D-|-S),
(126)

43 Oosda N )
(;i—t) Cos U’ VoM U’q,g. Cotg & Sin 2 (D + 3).

Wanneer wij overeenkomstig (121) % = %,e—F* invoeren, wordt

12 . / ' / /
SA+S1‘,=II,[ 16]1[0-}-[41 4Sin*Tya' (l—a')—dp,e'(1—o')—

—p, {1—4a'(1—a')—4a' (1—2a')Cos? Ty} Sin* 2dp—
—uy.2C0sT, \/x'(l—-a'):(l-—2u')sin4ubl):| e T,
stellende

3P—2R Rh,

“1=Tgarp Mo P=T1garp - 1D

Dus
1
Sy 4S8, =% [* 16 ﬂ —py+p,(Cose.Siny'—Cos’. Sine .Cos2(D+3))% 4
+ 4, Cos* 2yp(Cose Cos '+ Sin ' Sine Cos2 (D 4 3))? +
+ ey Sin® 24p Sin® £ Sin (D + 3)~u, Sin b yp(Cose Cos ' +

+ Sine Sind/ Cos (D 4 3)) Sine Sin2 (D +s)] —
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Dit kan men in den vorm
S+ 8a=4[Cp+Eo+Z,C0s2py+E,8m2py+%, Cospy +
+2,Sindpyle T
brengen, ter afkorting voor D43 schrijvende p4 en stellende
Zoo=— 7 kg — k1>
To = (1, Sin* §'+ o C032 2 by, Cos® ') Cos? ¢ +
(ks Sin* 24 + § i, Cos® '+ § iy Cos® 2 Sin™ Y —
— 3w, Sin* 2 4p)Sinte,

£, = 4 (—p, 4y Cos* 24p) Sin 24" Sin2e, (128)
Cy=—13u, SindpCos’.Sine,
=1 (u,Cos*y' +p, Cos* 2y Sin"§'— e, Sin*2 p) Sin?¢,
Zy, =—131p, Sindp Sin'. Sine.
Volgens (125) wordt dan
Ss) 2p Cosy ( .
e Aplosw ([ 29,4+, Cos2p,—
(dt A, Cosy'. Sine =4 Sin Pyt Cos2p,
—223Sin4p')\+224,0084pd.) eFLL L (129)
a3\ pCosd; (aS 9z, 0%, .
— — 2 — Sin?2
<dt,A,‘p Cos ¥ Sine + Cos2pyt+ e Pat

oz 82 )
+ —5?3 Cosdp, + -3?’ Sin 4[10.> eF L (130)

§ 1. Benaderde integralen van de storingsvergelijkingen van § 6.

Eene cerste benadering tot de waarden van & en J, die bij mijne
proeven slechts weinig veranderden (omdat w&,, x,, Bp—4p en
U, zeer klein waren), vindt men nu door in

f = f[ dt A, w j:)b.l-l- (t%)p. u+(%)u ]dt’
3:—.[ dt—f[ dt),, ,p Zst . (%)D-".l-(%)u ]dt,

¢ en 3 onder het integraalteeken aan de rechterzijde als standvastig
te beschouwen. Wenscht men de benadering tot de waarden van &
en 3 op een bepaald oogenblik uit die, welke op een ander tijdstip
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gegeven zijn, verder voort te zetten, zoo kan men op dezelfde wijze
te werk gaan, door, nadat men den tusschentijd in een overeenkom-
stig aantal kortere intervallen verdeeld heeft, gedurende elk van
deze aan ¢ en 3 de waarden toe te schrijven, die zij bij het begin er
van blijken te hebben. Voor ons doel is echter eene eerste benade-
ring voldoende. Hierbij zullen wij ook nog A4p en Bp nul stellen,
daar hun invloed slechts door mechanische gquadraturen gevonden
kan worden.

Volgens (117), (118), (119), (120), (126), (129) en (130) vin-
den wij dan

e =apt+{bp+bv)Sin2(D+3)+cp Cos2(D +3) +
4,1, 45,0, 4+ 4,4 B,y . . ... . (181)

3 =0pSin2(D+3)+ (c'p+¢'y)Cos2(D+3)+
+27,6, 42", 0, 42", 1,42" B, 42", 4, . . (182)

waar
ap = AD;BD Cos2yp Cos’ Sine,
Uge
bD_ 4 BD Sin® Y CossCos2 Yp, by=— ﬁ— Coa‘b Tgd/,
en=22=B G0 40 Sind’ Cose ) . (133)
4“’ 3 .
,__ Bo—dp . Sint '
b —T8q’ Sin 2o Sine ’
,  Ap—Bp sind , _p Usy I
o' =g Cos2yp Sine VT e Cosy Ty Cotyge;
verder

A, = fe ' Sind(D+43)dt, B, = feF Cos4(D 4 3)d¢,
C,= [eFCosd(D43)dt, 1,=feFSind(D+3)dt, | .(134)
= feFidi;
en eindelijk
= =4pCos Sin{' (—p; +u, Cos? 2yp)Cose,

e, =2pCosp, Sindp Cose,
Cos . (185)
£ ,=2p Corll (164 Cos® '+ sy Cos* 2Yp Sin '~ 2, Sin® 2Yp)Sine,

£ = 2pCosy Ty’ u, Sind YpSine,
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C
=20 Cosy CZ:I’ { ey Sin* ' =y Cos? 24 Cos ' 4w, Sin® 2p+-

41 005 '+ 4y C05* 2 dnSin Y/ — hue_Sin* 2 | Cose,

Cos2¢
Sine

9 (135)
£y === pu, Sindp Cos 28 s,

2 = SR (e (o5 240)

b

2s=p e Cos v (14, Cos* ' + w, Cos® 2p Sin" §' —

—pq Sin? 2 dp) Cose,
£ y=—p Cosy Ty’ p, SindYp. Cose.

Volgens (121) kan men in eerste benadering schrijven
h==b e—Fo‘{l——éD———l-;-Df [mel«'cowda“ Cos?2(D+3)—

-~ Sin2yp Sin2(D 4+ 8)] szdt{,

waar F,= AD;BD + 2 ® CossCosy’ Cos29p . . . (136)
het gemiddelde decrement gedurende eene geheele periode is, of met
Ap— .1
A= 4.0. D Sind ' Sine Cos2 v,
..... 137)
A=Bo o 1o o (
Ay = I;.Q.’ D Sin ' SineSin2 ¥y,

h=hoeFo! {14 A, Sin2(D43)4 A, Cos2(D43)} . (188)
Volgens (134) en gebruik makende van de schrijfwijze
8, = feTotSinm(D+3)dt, K,= e Fo'Cosm(D+3)dt,
worden de integralen

A A A A
A‘=—§2-32+—2'—K,+S, +'2—zss""2‘lxo,

A A
B,=—-2482+?’K,+K;+ 'S '|" Ks,

| (139)
C——Kz'l' Sa+ K.+ Ko’

A

II—S2+ Si"“ —{Kn

G‘=K0+A, S.L-i-AZK,;

12
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terwijl

-7, Smm(D-l-S)-i— O'osm(D-{-S)

Si \p' ’
*+(;’:,f:,)

—F, Cosm(D+ S)—

S, = e Fot

Sin J/ Sm m(D +3)

wot ()

K, = ¢ Fot

HOOFDSTUK IL

TOEPASSING VAN DE AFGELEIDE FORMULEN OP DE AFWIJKINGEN
B1J DE SLINGERPROEVEN VOILGENS MIJNE METHODE.

Wanneer bij den gebruikten slinger Ty’ <1 of volgens § 4 van

Hoofdst. I
x  [TBy—d, M=\
1<2T,.Q.’\/( B T TH ) ’

(vergelifk 126 van ’t 1¢ Stuk) maakt en hem dan aanvankelijk in
zulk een azimuth in vlakke slingeringen brengt, dat
Cos?2X,> Ty,

zoo verkrijgt men volgens § 4, afgezien van de storingen tengevolge
van de eindige amplituden, de wrijving en den drager, bewegings-
verschijnselen van de klasse B. II (zie (144) van ’t 1° Stuk), uit
welke men volgens n® 88 van ’t 1° Stuk de draaiing der aarde
bewijaen en berekenen kan.

Met het oog op deze methode zullen wij nagaan tot welke wijzi-
gingen AT, en AT, in den duur van de eerste onderperiode en
van de geheele periode, A X; en AX, in het azimuth van de vlakke
slingeringen aan ’t einde van de eerste en tweede onderperiode en
Ay,y Ay, in de maximumwaarden van den ellipticiteitshoek in de

eerste en tweede onderperioden de berekende veranderingen in ¢ en 3
aanleiding geven,
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§ 1. Discussie van de verandering in vorm en ligging der slingerings-
krommen tengevolge van de verandering der elementen.

[1] Het einde van eene ongestoorde onderperiode wordt bepaald door
de waarde van (D4 3), die voldoet aan de vergelijking (184) van
’t 1 Stuk.

‘Wanneer aan deze vergelijking bij eene toename van 3 om AJ en
van ¢ om Ae wederom voldaan zal worden moet er nog zooveel tijd
verloopen, dat

__ TV Ag
APAN= s e T (140)
Daaruit volgt met (119 van ’t 1¢ Stuk) en
AD=A(D+3)-n3,
voor den tijd, die nog verloopen moet,
_ Sin¥ Tyy' Ac
Al=—— (23in2ssz'n2(p+3) “)‘
Dus wordt
__Sind'( Tyl Ae,
AT, == (2$in2X0 SinEJrA;,) ..... (141)
. _Sind' Ty Ae,
AT, ==\ S X, sine “’) Lo (142)

wanneer 8in2(D43) in deze gevallen niet te klein is en dus voor
Sin?2(D+3) in de gestoorde beweging ter berekening van de ver-
beteringen de waarde uit de ongestoorde beweging mag worden
gebruikt, en A3, As,, A3, en As, respectievelijk de verbeteringen
van J en ¢ bij 7, en T, zijn.

In dezelfde grootheden zullen wij AX; en AX, uitdrukken.

Volgens de grondformule (A) van ’t 1° Stuk is in deze beide
gevallen

Sin2(D+3
AX= — 2XCa 2(D+3)A(D+3)+ ’;‘C( 2"2'()

omdat ACos2x bij T, en bij T, nul is; dus met (140)

CoseAe,

i Ty‘b' ¢ NS ).___A..e._.__
aX= (Tu?? Cotg2(D +3) + 5in2(D +3) Cose | 555

Maar bij 7, is
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Cos2(D+3)=0Cos23, Sin2(D43)=——238in23,
en X ==— X,; dus

Ty ) Aey
— C .
AX, = (Sz Cotg 234 Sin23 Cose T Cos2 X, (143)
Daarentegen
Tgd'

Ag
= C Sin23 Cose | mmmme . .
AX, ( oty 34 Sin2d 086)20082X0 (144)

Eindelijk moeten wij nog Ay, en Ay, uitdrukken.
Nu is (volgens (139), (140) en n° 80 van ’t 1e Stuk)

X, =%E=V),  x.=1(+¥),
bij zwevingen om de z,-as; en
%, =90"—1(cs+¢'), x,=90°—%(5-—¢'),

bij zwevingen om de y,-as. Hieruit volgt, bij zwevingen (klasse
B. II) om de ,-as

Ax,:%—As*, Ax,:%As_;,
om de y,-as e e e (145)
Ax, =—1}As‘}, Ax,:—%AE%,

waar Ael en Aej de verbeteringen van ¢ in ’t midden van de
eerste en in ’t midden van de tweede onderperiode aanduiden.
Wanneer ¢, en ¢, de waarden van & volgens de onbepaalde integralen
(181) en (182) zijn, is As=—¢, —¢, =[s];,
en evenzoo AS:S,—-;,,:[S_];.

[2] Wij zullen hierin nu de verschillende waarden der A variatien
invoeren. In de eerste plaats die deelen Ay, welke bij $p =0
Ap—Bp als faclor bevatten en die dus afkomstig zijn van een verschil
in de wrijving om beide messen, wanneer de symmetricassen met de
projectien daarvan samenvallen. Gebruik makende van de onbepaalde
integralen (131) en (182) en de grenzen er bijvoegende, is

Apre=[apt+ b Sin2(D43)],, Amd=[c'nCos2(D+)] ;
of (183)

-— ¢
Apre = ['AD 3 Bp Cos2yp(Cos)’ Sine .+ -—1—731'7;24/ Cose Sin 2(D +S))] ,

0

Ap—Bp 4"

~sa Cos 2% Coa2(D+$)]

Dus met de waarden van Sin2( D+§) en (032(D+3) op de
tijdstippen &, 1, 3, 2,

Apid=
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v

__Ap—8p v Iy 1 .
Aprey = 3 0082%(608\)/ Sms? - 23—,-Sm‘¢ (ossSm‘ZS)

(146)
B
Api &g _—;AD 3 D Cos 2¢p (COS\VSinsT,-—I% Sin? ' Cos e Sin 25)
(147)
Apidy =0 .. e e e e e e (148)

— B
Ap &3 :;AD2 DCodeaD (cosdJ Sms(
"L Sty Cos2Sin2s 1
Y in? ' Cos2Sin2d) . . (149)

—B . w S
Ao—Bp Cos 2yp Cosy’ Sine z ﬂ_ ......... (150)
2 \/ _()"4

Apl ey =

AI)ISZ =0 .. e e e e e e (151)

Hiermede (170 en 132 van ’t 1¢ Stuk)

y\IJ BD . xSind’
AX, :-_( ('oty23-|-6m2§(oss) 1002 X, Cos /' Sin ¢ _\—/Q_/z Cos ), —

Ap--Bp 7rSm¢
$Cos2 X, yor (PP

= (Sin? ¥ Cotg 2 X+ Cos*§ Cos2 X, Sin2 X))
— Bp 7rSm4«

A X, = (Sin*y'+ Cos® Sin? 2 X'o) 4:6m2X \/__. Cos 2 dp; .
0

. (152)

waaruit volgt dat het vlak der rechtlijnige slingeringen aan ’t slot
van de geheele periode zich in den zin van 2 X, (positief of negatief
maar afgezien van het teeken steeds kleiner dan 1809 genomen) of
in tegengestelden zin verplaatst heeft, al naarmate 4p—B), positief
of negatief is, d.w.z. de slingeringen sneller afnemen in de richting
van de x,-as of van de y,-as. Bij zwevingen om de as, in wier
richting het decrement het kleinste is, hebben wij als ’t ware eene
inkrimping van het gebied, dat de groote as der slingeringsellips
doorloopt, bij zwevingen om de as, in wier richting het decrement
het grootste is, als ’t ware eene uitbreiding van dit gebied; en deze
afwijkingen zijn des te grooter naarmate het oorspronkelijk gebied
grooter was.
Nu moeten wij overgaan tot
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. , . Ay— By) Cos 2 .
AX, =—(Sn V' Cos?§ Sin?2X,) éﬁ%&; (Cos:l/SmsTl—

1
Y Sin® Y’ Cose Sin28) =

, , Ap — Bn 1 szdl Cos2X
— e Cppy 2 ( ) 12 2 - 0
=—(Sin?y +cos*P3in Xo) X Cos Jap(T A szxo

swzs).
Daar wij een slinger aan het oppervlak van de draaiende aarde

1
beschouwen is o negatief; het teeken van den tweeden term tus-

schen () is dus afhankelijk van het teeken van Cofg2 X,. Wanneer
de abnormale periode voorafgaat, is het laatste zoowel voor zwevingen
om de x,-as als om de y,-as positief; zoodat de tweede term de
werking van den eersten steeds versterkt. Wanneer daarentegen de
normale onderperiode voorafgaat moet men twee gevallen onderschei-
den; omdat dan de tweede term negatief is en dus den eersten
tegenwerkt.
Daar in dit geval volgens

T,:

o T, =237,
23, Sin’
va?
is, wanneer men 23, de waarde noemt, die in het eerste kwadrant
met 23 overeenkomt, wordt

T =

i

— Bp

AX, :—-(S'n"d/+€os"¢'5in'2X0) 4S X, Cos2dp(23, —
—Sin ' Y Cotg*2X, smzs)-fq_”—"’-z- ... (153)
o

Zoolang men dus bij voorafgaande normale onderperiode X, zoo
kiest, dat

Cotg™ 2 X, Sin® ' <1,

verkrijgen wij, daar X, met X, symmetrisch ten opzichte van de
codrdinatenas ligt, eene uitbreiding of inkrimping van het gebied,
dat de groote as der slingeringskrommen in de eerste onderperiode
doorloopt, al naarmate uit A X, eene uitbreiding of inkrimping volgt;
nl. uitbreiding bij zwevingen om de as, in wier richting de slinge-
ringen het sterkst, en inkrimping bij zweving om de as in wier
richting de slingeringen het minst afnemen. Deze afwijkingen nemen
toe wanneer het ongestoorde gebied grooter wordt gekozen.
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Wij gaan nu over tot
Aprx, en Apix,;
ADI%1=i%AE,}=

.AD"' B“ ! N T| 1 . . )
el —_— C ! S Pl S 2.0/ ;
-+ 7y 082\119( 0s ' Sine R Sin? Y CossSm%S’ (154)

ADIXz =:|:—21-A81 =

._+4D—-——- Cosz\pD(Cos\L’bms(Tl-l-u)— —1- - Sin?’ Cose Sm%))
(155)

In -4 heeft 4 betrekking op zwevingen om de #,-as, — op zwe-
vingen om de y,-as. Het teeken van de grootheid binnen () wordt
bij Ay, weer als bij AX; bij de zelfde grensbepaling voor X,
bepaald door den eersten term; het geldt dan tevens voor ()
bij Ax,. Wij hebben dus bij zwevingen om de as van het
grootste decrement in beide gevallen uitbreiding en wel bij x, de
grootste, bij zwevingen om de as van het kleinste decrement in
krimping. Uit x, en x, kan men, zooals in het 1° Stuk werd aan-
gegeven, ' berekenen met

Xe—%n =¥V =[x](x2—2),
waar [+] op het geval dat de normale en [—] op het geval dat de
abnormale onderperiode voorafgaat betrekking heeft; en dus zal men

op deze wijze in plaats van ¢’ vinden '+ Ap; ' met
-B .
Amy = [+] + 4= B Cos2ypCos ' Sine % , - - (156)

waar 4 op zwevingen om de z,-as, — op zwevingen om de y,-as
betrekking heeft; zoodat ' te groot bij zwevingen om de as van
’t grootste, te klein bij zwevingen om de as van ’t kleinste decre-
ment gevonden wordt, wanneer de normale onderperiode voorafgaat
en omgekeerd wanneer de eerste onderperiode eene abnormale is

Eindelijk bepalen wij nog bij yp=0, Ap1T, en Api T,. Wegens
Ad;=0en 03, =0

. __ Sin{’ Ty Ap—Bp ’ ' Qr
amT, ==g7 (2smzx., Sins) ) C"““’“(m"' SineT',—
_ h’l_ Sin ' Cos s Sin 2;) ; (167)
Si / ’ -
Mg Ty, =— d./ Ty Av—Bo Cos 2¢pCosl/ SineT, —

Q" 282X, Sine 2
S’y

g m-gt-n—f X ( BD) Cos 2 yp ———

\/ﬂ . (158)
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Sin2 X, is in ons geval unegatief wanneer de x,, positief wan-
neer de y,-as de symmetrieas der zwevingen is, indien de normale
onderperiode en omgekeerd indien de abnormale voorafgaat, Q' is
negatief, dus zijn Ap T, (in ’t geval dat de normale onderperiode
voorafgaat weder onderstellende, dat tevens cofg? 2 X, Sin®* ' <1) en
ApiT, van tegengesteld teeken; en wel wordt T, vergroot door
zwevingen met voorafgaande normale onderperiode om de as, in wier
richting de slingeringen het kleinste, verkort door zwevingen met
voorafgaande normale onderperiode om de as, waarin de slingeringen
het grootste decrement vertoonen; het omgekeerde is het geval wan-
neer de abnormale onderperiode voorafgaat. Men zal 23 wuit de
verhouding der perioden berekenende, eene te kleine waarde vinden
bij zwevingen om de as van ’t kleinste, eene te groote bij zwevin-
gen om de as van het grootste decrement.

[3] Wij gaan nu over tot het geval, dat ¢p niet gelijk nul is. In
de eerste plaats moet men dan, om de Apy afwijkingen te vinden,
hunne waarden voor §p=—= 0 alle met Cos2 J p vermenigvuldigen (zie 133),
waarbij hun zin onveranderd blijft; buitendien moet men nog letten op

t

Bone=[en( 052, D+3)]| = [‘iz;,B % Sin 2¢,,(ossS1'mb’C082(D+§)] ,
0

/1“ 9m 2\,{0
80  Sine

Apnd = [6'p Sin 2(D + S)]; = [ Sind’ Sin 2(D+3)]

Tot AX,, AX, en AT, dragen beide niet bij. Maar zij geven
in T, en x, en yx, wijzigingen ApuT,, Apuy; en Apux,,

Sm V' Bp — Ap Sin? dm

— ——— Sin?2d=—

o o Stne

. Sin® V' (Bp—4p) . . x
- 4Q'W Sin2X, Sin2dy . . (109)

B S
Apnyg = T—I_(T—'-' Sin2¥p V Cos® ¢ Sin’ (= 1—Cos23),

Apn Ty =~

Ap—Bp
40’

ADHXz = ;‘

Sin2p V Coste Sind’ (F 1 Cos23),
waar 4 voor zwevingen met voorafgaande normale onderperiode om
de x, of met voorafgaande abnormale onderperiode om de y,-as, —
voor zwevingen met voorafgaande normale onderperiode om de y,-as
of met voorafgaande abnormale onderperiode om de z,-as geldt. De
bepaling van ' uit x, en x, levert dus
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dp— B

D . e I,
o Sin2 yp Cose Sind'; . . . .. (160)

Apnyf =~

Apuy’ is van hetzelfde of tegengestelde teeken als Api)’, wanneer
Sin 29p positief of negatief is.

Apy T, is van ’t zelfde of tegengestelde teeken als Apy T'; alnaar-
mate Sin 2yp positief of negatief is.

[4] De verbeteringen, die het gevolg daarvan zijn, dat A'p en B'p
niet nul, en dus de hoogere machten der snelheden op de wrijving van
invloed zijn, kunnen, zooals wij in § 7 van Hoofdst. I opmerkten, slechts
door mechanische quadraturen gevonden worden. Maar een ruw inzicht
in den invleed van 4'p en B'p zal men reeds kunnen verkrijgen,
wanneer men in de berekening der vorige verbeteringen voor elke
halve onderperiode aan A4y,— Bp de gemiddelde waarde van

. 8a , 8b
Adpz——B pgs
gedurende deze halve onderperiode toevoegt. Zijn A'p en B'p nage-
noeg gelijk en ¢, klein, zoo hangt het teeken van deze middelwaarde
af van a—b, of wel van \/m’—— \/c?, of eindelijk daarvan af, of
de zwevingen om de #,-as of om de y,-as plaats hebben. Bij zwe-
ving om de as van 't grootste decrement krijgt men dus vergrooting,
bij zweving om de as van ’t kleinste decrement vermindering van de af-
wijkingen, die uit 4p— B, werden afgeleid, waardoor indien dit zeer
klein is, zelfs in ’t laatste geval eene tegengestelde afwijking kan ontstaan.
[5] Deinvloed der eindige amplituden was bij mijne proeven zeer ge-
ring. Daar wij in het 1¢ Stuk de bewegingsvergelijkingen van onzen
slinger algemeen integreerden voor het geval, dat tot een wiskundig
opmerkelijken vorm aanleiding gaf, zullen wij ons in de discussie
van de in ’t vorige Hoofdstuk opgestelde formulen, met behulp van
welke men ook in het meer algemeene geval de waarnemingen be-
vrijden kan van den invloed der eindige amplituden, beperken tot
de volgende opmerkingen over de beide meest belangrijke verande-

ringen.
Men stelle (bij mijne proeven waren Ap— By, ¥, ¥p en u, zeer

klein)

A=0, A, =0, u,=20.
Dan wordt (zie 139)

Ad,=8,, B,=K,, 0, =K,, I,=38,, G, = K,; (161)

en de belangrijkste term in de verbetering voor eindige amplituden
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Cos . 1—¢-Fot
A =%",G, =2 —_— L Cos? J'—Sin® ¥
0 G “2 o v Coss(} Cos* §'—8in* ') 7 (162)
Hieruit volgen voor A7, en A 7T, veranderingen van denzelfden

. . Cos{y Cose .
s ken bepaald w — —, Lhed
zin, wier teeken bepaald wordt door Coal o of w.h.i. door

(p—q) Cos? X,.

Dus vinden wij bij zwevingen om de as, in wier richting de slin-
gertijd het kleinst is, verlenging, in het tegengestelde geval verkor-
ting van 7'y en T,. Deze as is, omdat Q' negatief is, daaraan te
herkennen, dat zij in de normale onderperiode door ellipsen met ne-
gatief teeken overschreden wordt.

Verder komt £'; 4, voornamelijk in aanmerking voor de ellipsen
%1 en x%y. Wij hebben

A;(A,):pi&inflss—q,Oos4§+g,e‘“F°T;_,} (163)
A3(4,)=p,Sindd—gq, Cosad4g,eFoTy,[ " °
waar
40/
7= Fy qiz__igfi“" . (164)

re(smg) ()

is. Dus zal bij waarden van F, en 3, die voor ons doel in aan-
merking komen, gewoonlijk ¢, veel grooter dan p, zijn; tevens is
Sin* 43 < Cos? 45 omdat in de klasse B. I, wanneer niet X, dicht
bij 0 of =4-90° is, J steeds in de nabijheid van o 90° ligt. In
die gevallen is derhalve nagenoeg

AL (Z'sd4,)=5'3q, (¢~ Fo Ty —Cos43),

A3 (Z34,)=5"3¢, (e Fo T3 = C0s43),
waar bij benadering

£,q, = 20’, P Cos ' Sin i/ Sine Cos

gesteld mag worden, Dus, + voor zwevingen om de a,-as, — voor
zwevingen om de y,-as nemende,

+Ax, = ’4-'—1-: Cos ' Sin ' Sing Cosp (¢e—Fo Ty — Cos43),

+Ax, = 'u‘P 5 Cos’ Sind/ Sive Cos (¢—Fo Tz — Cos 4 3).

En daar in deze gevallen Cos4d negatief is, heeft men

(8 x1)* > (8x,)*,
terwijl het teeken van de beide afwijkingen voor zwevingen om de
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Cos .
z,-as dat van alk dus van p~—g¢, en voor zwevingen om de y,-as

het tegengestelde is; zoodat de kleine as der maximumellipsen bij
zwevingen om de as in wier richting de slingertijd het kleinst is,

vergroot, bij zwevingen om de as in wier richting de slingertijd het
grootst is, verkleind wordst.

[6] Wij kunnen nu overgaan tot de derde storing, die het gevolg
van den drager is en den factor U’ 4 bevat. Volgens (132)
Aye = by (Sin 2 (D 4 3) — S 3),
Ayd = ¢'u(Cos?(D %+ 3) — Cos 23);
of Aus%::—buSz'rﬂE, Aye, = —2by8in23,
Ausg_—_—bu&'n2§, Ayd; = 0.
Dus (zie 145 en 133)
Ayy, = AT, = 0;

!

Tan Cosy Tg ' Sin23
20/ g ’

waar — voor zwevingen om de z,-as, + voor zwevingen om de y,-
as geldt;

.. (165)

Ayx; = Dux: = F %

7
BuX, = (Sin ¢/ Cos* ¥ in* 2 X,) 2. %” ifl i’
Siny Ty p U'se Cosd

Q' 28mte M Q' ’

Deze afwijkingen grijpen bij zwevingen om de z,- en de y,-as
in denzelfden zin plaats. Hebben U’ o, en p—g hetzelfde teeken,
700 breidt zich zoowel bij zwevingen om de z,- als om de y,-as
gedurende de eerste onderperiode het gebied, dat de groote as door-
loopt, uit in den zin van de z;- naar de y;-as, en krimpt het ge-
durende de tweede periode weder tot de oorspronkelijke waarde in.
Hebben U’(p o e p—q het tegengestelde teeken zoo heeft gedurende

de eerste onderperiode de inkrimping, gedurende de tweede onder-
periode de overeenkomstige uitbreiding plaats. De storing der ellip-
sen in het midden der eerste en der tweede onderperiode is dezelfde.
Kortom de geheele wijziging komt hierop neer, dat de ligging der
symmetrieassen in plaats van door de waarde van ¢y berekend vol-
gens Hoofdstuk I, J''p, bepaald wordt door

r U

=3 L Zeo,
M
r—9q

(166)
AUTI =
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§ 2. Verandering van de klasse der verschijuselen.

Eene andere belangrijke wijziging in de verschijnselen ten gevolge
van de variatie der elementen is de verandering van de klasse, tot
welke zij behooren.

Daar verschijnselen behoorende bij gelijke maar in teeken tegenge-
stelde waarden van Coss volgens n°. 24 van ’t 1¢ Stuk dezelfde
slingeringsellipsen in dezelfde volgorde opleveren en slechts in zoo-
verre verschillen, dat de ligging ten opzichte van de ;-as in ’t eene
geval geheel dezelfde is als in ’tandere geval ten opzichte van de
y;-as, en dat verder de beweging van het waargenomen punt in de
baan in beide gevallen in tegengestelden zin plaats grijpt, kunnen
wij volstaan met & aanvankelijk tusschen 0° en 90° aan te nemen.
Stelt men nog

Cos?¢’ == Cos%e, 0<¢'<90°,
90°— ' =",
zoo worden de verschillende klassen (zie § 3 en § 4 van Hoofdstuk
II van ’t 1¢ Stuk) gekenmerkt door
E ¢'=0,
C. IL "> <V,
A V' =¢d'<¥, FAL V'>" =V,
C. I V'’ <, B. IL y">&" >,
FL Y <"=1, Dy =">V,
B.L ¢'<"> .

Wanneer ¢ toeneemt zal tot 90° ook ¢’ toenemen; van hieraf neemt,
bij voortdurende aangroeiing van e, ¢’ weder af. De verschijnselen
kunnen dan achtereenvolgens bij onze slingerproef, waar ¢''> ¢/, de
klassen E, C. II., F. II., B. II., D, B. I. doorloopen; wanneer &
blijft toenemen, omgekeerd van B. I weder in D, B. II., F. IIL,
C. II., E, overgaan, enz. Dezellde kring zal in omgekeerde volg-
orde doorloopen worden, wanneer & voortdurend afneemt. De tweede
helft er van heeft ten opzichte van de y;-as dezelfde beteekenis als
de eerste ten opzichte van de x;-as. Zoo komt C. II. in de eerste
helft overeen met zwevingen van ellipsen om de z;-as, in de tweede
helft met zwevingen van ellipsen om de y;-as; B. I in de eerste
helft met ellipsen wier groote as steeds in denzelfden zin verder
beweegt en gedurende de kleinste onderperiode in de nabijheid van
de ®;-as is, in de tweede helft mct zulke waar zij in de kleinste on-
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derperiode in de nabijheid van de y;-as is. Wanneer nu, zooals
ten gevolge van de gezamentlijke in de vorige § besproken storingen,
& niet gelijkmatig verandert, zal de klasse nu eens in den eenen
dan weder in den anderen zin veranderen, en laat zich bij het aan-
eenschakelen van op verschillende wijze uit verschillende klassen ge-
nomen groepen van slingeringsvormen eene groote verscheidenheid
van verschijnselen voorzien.

Bij de discussie zullen wij ons weder beperken tot het meest op-
merkelijke geval in onze proeven, nl. tot den invloed van een ver-
schil in wrijving om beide messen, waarbij wij verder Yp=—10 stel-
len. De verandering van ¢ in eene geheele periode wordt dan in de
klasse C. II, waar Sine klein is, (zie 125), zeer gering, en is gedu-
rende de periode zelve afwisselend positief en negatief; in de klasse
B. I. en B. II is zij voortdurend van hetzelfde teeken en wordt dit
bepaald door #p— Bp. Wanneer wij dus uitgaan van C. II. om
de as, in wier richting het decrement het grootste is, komen wij
door F. IL in B. II, vervolgens door D in B. I. met de groote as
der ellipsen gedurende de kleinste onderperiode in de nabijheid van
dezelfde as, vervolgens (terwijl ¢ door 90° gaat) in B. I met de
kleinste onderperiode in de nabijheid van de as in wier richting het
decrement het kleinst is, dan in B. II om dezelfde as en eindelijk
in C. II. Alle klassen voeren dus, wanneer ' <’ gemaakt is,
zooals bij de slingerproeven volgens mijne methode het geval was,
ten slotte tot de klasse C. II om de as, in wier richting het decre-
ment hel kleinst is. De berekening van de verdere verandering van
¢ in deze klasse zou door de groote gelijktijdige verandering van 3,
die Sine in den noemer heeft, tot samengestelde ontwikkelingen aan-
leiding geven. Wij mogen echter aannemen, dat er eindelijk een
grensvorm optreedt, en zulk eene onveranderlijke ellips onder de
werking van de wrijving en de draaiing der aarde wordt in het
volgende Hoofdstuk bij de behandeling van de proeven van BRravars,
voor welke zij meer bizonder van belang is, bepaald.

Bij slingerproeven, waar ¢"'<{’ gemaakt is, zal men uit C. II,
om de as in wier richting het decrement het grootst is, door A in
C.I, uit C.I door F.I in B.I om dezelfde as, vervolgens terwijl ¢
door 90° gaat, in B.I om de andere as, en eindelijk in C. I. en C. II.
om deze zelfde as komen; en voor de eindwaarde zal weer dezelfde
redeneering als in ’t geval $”>{' gelden, nl. eene onveranderlijke
ellips in de nabijheid van de as, in wier richting het decrement het
Kleinste is, gevonden worden,
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Twee gevallen moeten wij voor onze proeven bizonder in ’t oog
houden. Neemt men X, zoo, dat de slingeringen oorspronkelijk in
een der symmetrieassen en wel in die van ’t kleinste decrement vallen,
zoo behooren de verschijnselen bij Zyd' <1 tot de klasse F. II; zjj
gaan echter terstond over in C. I. en men zal de slingeringen niet
weder rechtlijnig zien worden. Dit is ook nog het geval wanneer
men de oorspronkelijke slingeringen slechts weinig van deze symme
trieas laat afwijken. Neemt men X, zoo, dat zonder de wrijving
verschijnselen van de klasse B. II. om de as van 't grootste decre-
ment zouden komen, maar dicht bij de grenswaarde X? (zie ’t 1 Stuk)
van het azimuth X,, dan kan ten gevolge van de wrijving de klasse
der verschijnselen overgaan in B. I.

§ 3. Eliminatie van de afwijkingen ten gevolge van de wrijving even-
redig aan de snelheden en van de eindige amplituden.

Wij zullen nu nader het geval beschouwen, dat ', ¥p, 4p—Bp,
A's—B'p, g, en py zulke waarden hebben en X zoo gekozen is, dat
met inachtneming van het in de vorige § behandelde, zoowel bij
aanvankelijke slingeringen in het azimuth X, als in het azimuth
X,—90, zwevingen van de klasse B. II. respectievelijk om de z;-
en de y;-as voorspeld kunnen worden. Blijft men als bij de bena-
derde integratie van d en ¢ onderstellen, dat bij de berekening van
hunne afwijkingen, 3 en & voor zoover zij in de uitdrukking daar-
van voorkomen als standvastig beschouwd mogen worden, zoo kan
men de meeste verbeteringen op de volgende wijze elimineeren. Men
neme de verschijnselen waar welke aanvankelijk in het azimuth X,
vallende rechtlijnige slingeringen opleveren; vervolgens die, welke
uit vlakke slingeringen van dezelfde slingerwijdte maar aanvankelijk
in het azimuth X, 4 90° vallende ontstaan; uit het gemiddelde van
deze beide waarnemingen vallen de afwijkingen ten gevolge van de
wrijving rechtevenredig aan de snelheid en van de eindige amplitu-
den weg. Immers wanneer men Xy 90° in plaats van X, neemt
komt — Cose in plaats van Coss en 234 180° in plaats van 23;
ap, b'p, ¢p, £, £, ', en £, blijven daarbij onveranderd;
bps ep, €4, £, =, 75 en £, nemen het tegengestelde tee-
ken aan; tegelijkertijd verandert het teeken van Sin 2(D+3), Cos2(D43),
C; en I;; terwijl 4;, B; en G; hetzelfde tecken behouden (zie 184).
Wanneer het verschil van # in beide gevallen gering is, kan men
dus stellen, dat A”e in het tweede geval (X,4 90° als aanvankelijk
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azimuth) hetzelfde is als in het eerste geval (X, als aanvankelijk
azimuth) en dat A’ in het tweede geval tegengesteld is aan A’3 in
’t eerste geval, voor zoover A afkomstig is van de wrijving recht-
evenredig aan de snelheden en van de eindige amplituden,

Met (143) en (144) volgt daaruit

AX =—N0NX, AN'X,=—pn'X,,
met (141) en (142)

AT =—=p'T,, AT, =-A0'T,,
en met (145)

A gy =Dy, A" %y == 0%y

Neemt men dus het gemiddelde uit de waarnemingen

X'O’ 21 X Ty %es T,

in 't eerste eenerzijds en van

! " 'y ’ 1 !
X’osZI’X’lTnxz)Tz’

. . X 4X,"
in ttweede geval anderzijds, en trekt men van -——°i——"-

en van —-—‘-—" ! 45° af, zoo verkrijgt men de waarden van
% Xiu T,, % en T,, die bij het aanvankelijk azimuth
XI X 1"

Lot Xy van rechtlijnige slingeringen behooren en nog
slechts ten gevolge van den invloed van den drager en
van den invloed van de hoogere machten der snelheden
op de wrijving van de theoretische uit het 1°Stuk afwijken.
Dit blijft het geval wanneer X'y en X’ niet juist 90° maar ecn
weinig meer of minder verschillen.

§ 4. De afwijkingen ten gevolge van den inviced van de hoogere
machten van de snelheden op de wrijving.

Wanneer wij de afwijkingen der waarnemingen x’,, X', enz. van
%, Xy, enz. en x”,, X', enz. van x,, X, + 90°, enz. blijven
aangeven door A’ en A", zoo is in ’t algemeen voor zoover de A
afkomstig zijn van de wrijving recht evenredig aan de snelheden

aa’ da’
— —(AD Bl)) —d—t—? ’
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da” dA” _ an’,
= = (4p (Ap—By) rrall

waar de A, de waarden van A zijn voor A, —Bp = 1.
Letten wij nu verder alleen op de tweede machten der snelheden
in de wrijving, zoo komt voor Ap—.Bp respectievelijk

8 8 " "
:E(J“‘“/’B”’b') en ?T;r(AD,a — Bpi8"),

in de plaats, wanneer wij de waarden van @ en & in de twee proeven

weer door ’ en / onderscheiden. Maar in de ongestoorde beweging

is steeds

ad =10, ¥ =ad".
Dus wordt
N NdA,
dt T 3x (=B ) 7 at ’
an’ 8 , A”
T = g B ) T
en

d(A/-l- A”) 8 AD/+ -BDI dA 0

1 - . ° ’ /

e T R DR AN e 1)

zoodat om de afwijkingen tengevolge van de tweede machten der
snelheden, die in de gemiddelden van de vorige § overblijven, te
berekenen, alleen het gemiddelde van 4’y en B’, en niet deze beide
waarden afzonderlijk bekend behoeven te zijn.

Wij zullen die berekening voor een geval uitvoeren, dat in mijne
proefreeks [H] (zie het proefondervindelijk gedeelte) waargenomen
werd en daarbij overeenkomstig met deze opmerking vooreerst de

grootheden zoeken, die met den coéfficient ;—-(AD.-)-BD,) vermenig-
i

vuldigd de werkelijke waarde der gezochte storingen geven.
Om de waarde van

tide trdd
AD,E-—‘L‘ (;l—t—)nldt en AD‘S—L (d-—t' b dt

door mechanische quadraturen te vinden, moeten wij, nadat voor

d
Ap—Byp in ( 7 t) , @'—& geschreven is, de functie onder het inte-

graalteeken berekenen voor een aantal door gelijke tusschenruimten
gescheiden waarden van £. Wij verdeclen daartoe de geheele periode
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der ongestoorde beweging in 20 deelen, w, en duiden de waarden
der functién, f, onder het integraaltecken voor ¢=— o, t=3w,
t =23 w enz, door

f(‘i')s f(%), f({?) enz.
aan.

Volgens (93¢) en (94), moeten wij dus vooreerst voor die waarden
van ¢ berekenen

o= VA {(1=22) Cot24p—2 VZ(1—2) Cos T, Sin24p + 1} =

=V e VIT Cos2 % Cos 2 (X+ n),

5=V i{~(1=24)) Cos 24y + 2 V& (1= &) Cos T, Sin? botll =

. Fgt
=Vk,e 2 V1= Cos2 % Cos2(X+ Ip);
wanneer wij in eerste benadering
h=h,eFo
stellen (vergelijk (122) en (136)).

Wij ontleenen daartoe de proefondervindelijke gegevens aan de
proeven [H. X & XI], op de in § 3 aangegeven wijze met [H. XII]
tot eene gemiddelde waarneming samengesteld.

Deze geven

Y, = —13°44,
2X, = —32°87,
Y = 9°20’ 30",
terwijl de theoretische waarde van Q' voor de breedte van Groningen
en per secunde geteld bepaald wordt door

logw,,=15'.1658,

met — boven den wijzer van den logarithmus aanduidende, dat
het bijbehoorend getal negatief is, en met elk accent achter den
wijzer, Jat er eens 10 afgetrokken moet worden. Verder was
V' =, want de x;-a3, het dichtst bij de projectie van het vaste
mes gelegen, was de as der zwevingen en werd normaal door posi-
tieve ellipsen overschreden. Volgens (133) van ’t 1¢ Stuk is dus

e == 88°47'.

Verder volgens (170) van ’t 1°¢ Stuk, wanneer men ter bepaling
van ’t quadrant nog de tweede van (128) van ’t eerste Stuk te hulp
neemt

2= — 15°46’".
13
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Eindelijk werd bij 7',, dus bij ¢ =20 « gevonden

—F, T2 '
loge " °9 = 9'.71786.

Met deze waarden wordt nu bij

1 . 1 P

¢ log \//L—o (=¥ t log E (o' ¥)
0 97131 2_21_ ] 9.9364
tw 9'.7459 P 9'.8743
Sa 97745 254 9.8061
tw 9'.8248 2_21 w 9'.7339
50 9'.8761 % ® 9’.6599
‘; ® 9'.9246 _‘izl w 9'.5902
1_21_ » 9'.9764 % ® 9'.5298
l_;i w 0.0044 3T5 ) 9'.48179
'2_5 W 0.0231 % w 9'.4687
% w 0.0350 323 ® 9'.4786
'_29 ] 9'.9932 20 w 9’.49117

Verder vindt men dan door in de formulen (117), (118), (119)
en (120) deze waarden van a'—?%' in plaats van Ap—Bp te stellen

de grootheden
3x 1 dAns 3x 1 dAp?d

— en =
4(4doit+Bo) Vi, 9t 4(4vi+ By) Vi, dt

Behalve de waarden van deze functién bij ¢ = (i + {)w, waar ¢
een geheel getal is, moet men verder !) vormen de verschillen
SE)=,6G+D-sGE-1),
S'E+3) =LE+1)—f (),
Jlll(i) =f”(i+‘]§)_fli (i— %), enz.,

en cindelijk de overeenkomstige somreeks aangeduid door £, in dier

voege dat
SO-E-1)=/i~1)
en dat

, 1, B, 36
FO) == 527 O) + g5/ O e 77(0)+ ens.

1) ENcke, Berl. Jahrbuck 1837,
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De formule

L b na)in =G D+ S D) — o i
S ], ek =TGR 5/ D g G D4

367 .
+ m-emf" (t41) 4 enz. ... (168)

levert dan de waarden van de gezochte integraal op de tijden (¢ + 1) w.

Wanneer men verder onder f'(i 4 1) in ’t algemeen het gemiddelde
van f'(¢) en f/(¢+1) verstaat, dus

SE+N=1/6C+1)+ 170,

en evenzoo S D =3"G+1)+ 1/7() enz.,
als ook TE+H =1+ 17 +1)

stelt — zoo geeft de formule

1 i
o LG =04 D= G+ D4 64~

—-6—3—2—;6‘]""(11+%)+ enz. ... (169)
de waarde van de gezochte integraal op de tijden (14 1)«

Uit de zoo gevonden waarden van de integraal op 40 tijdstippen
kan men dan, zoo noodig, de waarde op elk tusschen gelegen tijd-
stip door interpolatie bepalen.

Als voorbeeld geven wij,

Alp, = __3r__ Ap
b 4(Ap 4+ .BD,)
stellende, het volgende tafeltje voor de

13%
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d
Mechanische quadratuur van dg

2 dd'ye 2
t = ’ " vV ’ — A'pye
1%, dt s s 4 A e
0 —0.0036 | —0.0110 +4-0.0112 | 0.0001 0
10 0.4263 —0 0079 | —0.0083 ~+0.0033 | 0.2132 0.2137
7] —0.0122 | ~0.0057 | —0.0045 | 0.4264 0.4259
30 0.4141 —0.0193 | —0.0053 ~+0.0006 | 0.6334 0.6349
On —0.0265 | —0 0049 +0.0058 | 0.8405 0.8394
0 0.3876 —0.0861 —0.0016 | —0.0006 1.0343 1.0873
30 —0.0457 | 4-0.0017 | —0.0071 | 1.2281 1,2262
70 0 3419 —0.0544 | +40.0014 -+0.0241 | 1.3990 1.4036
4o —0.0632 | 40,0012 | --0.0412 | 1.5700 | 1.5674
20 0.2787 —0.0718 +0.0215 | —~0.0274 | 1.7093 1.7156
50 —0.0795 -+0.0419 | —0.0961 1.8487 1.8453
Yo 0.1992 —0,0667 400142 | —0.0035 1.9483 1.9541
6w —0.0539 | —0.0135 | 4-0.0891 | 2.0479 2.0257
2o 0.1453 —0.0478 +40.0033 +0.0162 | 2.1205 2.1244
T0 —0.0418 | 4-0.0202 | —0.0567 | 2.1932 2.1915
Yo 0.1035 —0.0256 +0.0087 | —0.0186 | 2.2444 2.2465
8m - 0.0096 | —0.0028 | -4-0.0194 | 2.2967 2.2963
Yo 0.0940 +0.0052 | —0.0046 +0.0068 | 2.3437 2.3432
LI +0.0200 | —0.0064 | —0.0057 | 23907 2.3915
o 0.1140 +0.0315 | —0.0110 | 4-0.0088 | 2.4477 2.4449
100 +0.0431 | —0.0157 | 4-0.0233 | 2.5047 2.5065
Yo 0.15671 +0.0468 | —0.0087 | —0.0108 | 2.5832 2.5792
1w +0.0505 | —~0.0017 | —0.0450 | 2.6618 2.6639
23m 0.2076 +0.0533 | —0.0172 | -+0.0144 | 2.7656 2.7609
120 +0.0562 | —0.0327 | +0.0139 | 2.8694 2.8718
Pn 0.2518 +0.0427 | —0.0112 +0.0114 | 2.9953 2.9915
130w +0.0292 +0.0102 | —0.0510 | 3.1212 3.1224
o 0.2810 +0.0208 | 4-0.0061 | —0.0190 | 3.2617 3.2601
140 +0.0124 | 4-0.0021 | 40.0129 | 3.4022 3.4027
(L) 0.2934 +0.0050 | 40.0045 | -4-0.0040 | 8.5489 8.5486
150 —0.0023 | +0.0069 | —0.0049 | 3.6956 8.6955
2o 0.2911 —0.0062 | 40.0068 | —0.0088 | 3.8411 3.8417
160 —0.0101 | 40.0068 | —0.0027 | 8.9867 8.9863
Po 0.2810 —0.0106 +0.0054 | —0.0012 | 4.1268 4.1278
170 —0.0111 | -40.0040 | 40,0003 | 4.2677 4.2672
e 0.2699 —0.0096 | +0.0027 | —0.0009 | 4.4026 4.4034
18m —0.0081 | 4-0.0015 | —O0 0021 | 4.5376 4.5373
Yo 0.2618 —0.0058 | —0.0008 | —0.0006 | 4.6685 4.6690
190 —0.0036 | —0.003t | 4-0.0008 | 4.7994 4.7995
Wo 0.2582 —0.0029 | —0.0050 | -4-0.0040 | 4.9285 4.9286
200 —0.0022 | —0.0069 | +40.0072 | 5.0576 5.0575
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Daar uit de opgegeven waarden van ' en 3§
T, =842

gevonden wordt; moeten wij door interpolatie volgens de bekende
formule

fatna)=f@)+2{f (@)—1/"(@+ &, @) . ...}
+40 {f (@) =@+ .}
+in3 {f" @ -4 ...}
+ enz.

waarin wij nu 1w als interval., «', kunnen nemen, de waarden van

(170)

—— A’pie berekenen

\/ ky
bij £:4210 8.420 1412
en vinden daarvoor

— A'pe: +1.6320 +2.3359 + 3.4877.

wVYh,

Evenzoo vinden wij volgens (168), (169) en (170)

bij t=28.420 — A'pd=-—12781

wVh,

2
wVa,

Eindelijk vindt men de verandering van den Neperiaanschen loga-
rithmus Lg% door gebruik te maken van (104), volgens welke

en bij t =200 A'pd = —0,6443.

digh __Apa® Bpb*
dt ~ 2 & 2%
d 4dp, &’ 4Bp b3
endus dt(Alk)— —‘3—7‘:-h— —3—"""}7, . e .(171)
zoodat
4 (A48 = Ay @) 2By (e
i\ "2 9T 3, % 3= &
_ 2(dv}-Bo) (a’3+b’3) A
3x h

en bij invoering van A'p, in plaats van de werkelijk in het gemid-
delde overblijvende afwijking Ap,

a — &
—(A'plgh) =~—V&,. — . e Y]

De uitvoering dezer quadratuur geeft
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1
—A'p lgl;. = — 4.641, Aplgh, —— 9.502,
) \/ t @ V/} 1

[}

1
—=A D,lyl&3 ——15.103, —=
“"\/ &y w\/lto

Om tot de waarde van den gemeenschappelijken coefficient

A'plgh, =—19.301.

52; (dp + Bp)w V %,, met welke de verkregen grootheden vermenig-
vuldigd moeten worden om Ape en Ap,d te leveren, te geraken,
ontleenen wij aan de waarneming, dat ten slotte
Ap.X, =—1°2' of in boogmaat log Ap, X, = 8'.2561
is in de onderstelling, dat deze geheel aan de wrijving afhankelijk
van de tweede macht der snelheid moet worden toegeschreven.
Volgens (144) en met

Tg\b

Sine Cotg 23 + 8in2 3 Cose

2Cos2 X,

log = 97184

vindt men voor den logarithmus van dien coéfficient 7'.8338.
Hiermede komt dan

logA'e} = 8’.0465, JlogA'e, =—8'.2023, logA'e, = 8.8701;
z
loga's, = T'.9387, loga'S, =T7.6429;
en dus volgens (141), (142), (143) en (145)
&'nlghy = 0.0633, Aylghy =—0.1296,} i
A’D,lglz; = —0.2060, Alpilghy = —0.2633,
en
Aoy, =+19.1, A'pX,=+28,6, A'pT, =-+36"3,
A’Dl%z = + 40,.3, A,D/Xz :—'1°2/, AIDITz :"“14‘”.1.} ' [m]
Herhaalt men dezelfde proef met andere amplitude zoo worden alle
verbeteringen evenredig daarmede gewijzigd; volgt uit de proef eene
andere waarde van A’ X , zoo blijkt dat men den zooeven gevonden
coéfficient in dezelfde verhouding wijzigen moet en dus ook de overeen-
komstige A’ van x,, x., X,, T, en T; in dezelfde verhouding verande-
ren. In het proefondervindelijk gedeelte worden verschillende herhalingen
van dezelfde proef in de [H] en [K] reeks tot eene middelwaarde
samengevat. Dit gemiddelde der waarnemingen komt overeen met

A'p X, =—1°0"80"; men kan dus voor de overige correctién zon-
der merkbare fout de waarden [m] nemen. Bij eene tweede gemid-
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delde van zulke proeven bij kleinere beginamplitude (de eindam-
plitude van de vorige) bleef in de gemiddelde waarneming over
AX,=-32".

In de onderstelling dat deze afwijking geheel van de wrijving
afhankelijk van de tweede macht der snelheden afkomstig was, zou
men hebben moeten vinden A’ X, =——36', wat met de waargeno-
men A’ X, zeer goed overeenstemt.

Men kan zich de vraag stellen, welke waarden voor de verbeterin-
gen bij de zoo even beschouwde proef gevonden zouden zijn, aanne-
mende, dat geen andere storingen dan eene wrijving rechtevenredig
aan de snelheid gewerkt had en wel met zulk eene waarde van 4p—Bp,
dat voor A X, dezelfde waarde —1°2" gevonden zou zijn. Ik vind voor
deze volgens de formulen van §1

Ay, =18,1, AX,=21,6, AT, =34"3,
Ay =301, aX,=—1%, AT,=——26"4

De afwijkingen tusschen deze waarden en de onder [m] opgegevene
zijn zoo gering, dat zij nauwelijks waargenomen kunnen worden en
bij mijne proeven door de toevallige storingen verre overtroffen wor-
den. Wanneer men dus twee bij elkaar behoorende proeven, die niet
door ze verscheidene malen te herhalen van de toevallige fouten be-
vrijd zijn, volgens § 8 samenstelt en men tengevolge van de wrijving
afhankelijk van de tweede macht der snelheden eene kleine eindafwij-
king A’ X, = X, — X, overhoudt, mag men de verbetering der waar-
neming, die haar doet wegvallen, eenvoudigheidshalve berekenen alsof
zij het gevolg was van een verschil van de wrijving rechtevenredig
aan de snelheid om de beide messen. Wanneer men verder alleen
zwevingen om ééne der codrdinetenassen waargenomen en daarbij de
afwijking X,— X, gevonden heeft, maar niet weet welk deel er van
aan de eerste, en welk deel aan de hoogere machten der wrijving
moet worden toegeschreven, mag men ter berekening van de correc-
tién beide deelen eenvoudig als afkomstig van eene wrijving recht-
evenredig aan de snelheid opvatten. Deze beide gevolgtrekkkingen
gelden natuurlijk alleen voor mijne of met overeenkomstige waarden
van ', ¥p, %, Ay—Bp en X, verrichte proeven.

Beschouwen wij nu verder weder het zoo even behandelde gemiddelde
van eenige proeven uit de [II] en [K] reeks. In de eerste onderperiode
was aanvankelijk 8, de Brigg. log, van % afgezien van eene standvastige,
5.4897; na T', = 1%.0302 was 3, == 5.2900 en na I, = 2%.4382 was
B, =5.0397 geworden. Berekent men hieruit de gemiddelde afname
van den Neper lg. in w = 5% T, zoo vindt men daarvoor gedurende
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de eerste onderperiode 0.0544, gedurende de tweede 0.0499.

Berekent men verder volgens de opgegeven waarden van A'pilgh
hoeveel de wrijving afhankelijk van de tweede macht van de snelheid
bijdraagt tot deze waarden, zoo vindt men

in de eerste 0.0150, in de tweede 0.0113.

Het verschil van deze beide grootheden moet het verschil tusschen
de werkelijk waargenomene verklaren, en inderdaad is de overeen-
stemming, wanneer men de mate van nauwkeurigheid der waar-
nemingen in aanmerking neemt vrij bevredigend, daar zij min-
stens aantoont, dat beide grootheden van dezelfde orde zijn. In de
eerste onderperiode van de tweede proef vindt men voor de bijdrage
van de wrijving afhankelijk van de tweede macht 0.0089, inderdaad
is ook nu weder de waargenomen afname, 0.04838, kleiner; gedurende
de volgende onderperiode echter is de grootte van deze afname weer
toegenomen tot 0.0521, hoewel de bijdrage van de wrijving afhankelijk
van de tweede macht der snelheid tot 0.0067 daalde. Uit [p] en
[¢] op pag. 205 blijkt, dat deze toename van het decrement op
rekening van de wrijving onafhankeliik van de snelheid gesteld,
overeen zou komen met eene belangrijke inkrimping van het gebied
in de tweede proef, die niet waargenomen werd. Voor een klein
deel slechts kan zij aan de toetreding van lucht in den toestel ge-
durende de proef worden geweten en moet wel voornamelijk door
de geringe nauwkeurigheid van de bepaling der kleine amplituden
verklaard worden. Daarentegen wijst de afwijking van X, in de
tweede periode van X, in de eerste periode, nl. 14'.5, in plaats
van 49°.2 (theorie) op eene werking van de wrijving onafhankelijk
van de snelheid (als in ’t algemeen bij de beweging van twee vaste
lichamen om elkaar heen) waarop men bij nauwkeuriger proeven zal
moeten letten.

§ 5. De afwijkingen ten gevolge van den invioed der wrijving
onaf hankelijk van de snelkeid.

(Vervolg van Hoofdstuk I, § 5.)

Ter berekening van dien invloed moet men in de recks (98) den
vorm der coéfficienten als daar kiezende aan de tweede afgeleiden
van v en g toevoegen

dy
'dp dt 'Bp

\/Z,\/—(%T)’ \/E\/

NS

rd_e 2 ’
(@)
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Daaruit volgt dan in de ontwikkeling (98) van 2 en H een term

an

Ay Cospt™ en —'By Cos(pt" +6)
V Cos? pt t”’ V Cos® (pt" (pt’”+9)

Dezelfde redeneering, waarmede na de ontwikkelingen (199) tot
(101) aangetoond werd, dat slechts de middelwaarden

ECos(pt’'—f) en HCos(pt —g),
voor de verandering der elementen in aanmerking komen, leert dat

dit ook hier het geval is en dat de nieuwe termen in E en H bij
deze middelwaarden de termen

—'dp\ Cos* (pt'—f) en —'Bp\ Cos® (pt —g)
voegen, voor welke men weder als op pag. 166 vindt

2 2
—~'Ap en - -'Bp.
z -

Om dus deze wrijving in rekening te brengen behoeft men aan
de reeksen, die volgens pg. 167 in de plaats van 4y en Bp gesteld
moeten worden om hoogere machten der snelheden in rekening te
brengen, slechts toe te voegen

J— P
= Ay en 7 Bp .......... 173

En het blijkt dus dat de formulen, die wij op pg. 167 verkregen
voor de wrijving afhankelijk van de (» <4 1)% macht de snelheden
ook geldig zijn voor het geval van » ——1.

Wanneer men weer volgens § 8 van dit Hoofdstuk twee waarne-
mingen samenvoegt, en de afwijkingen ten gevolge van de wrijving
onafhankelijk van de snelheid in beide door ‘A’ en ‘A" aanduidt,
komt even als in (167) voor de afwijking van het gemiddelde

1(1(/A’+'A_,2__ 2('14[)4-/3[))( )dA !
r

. (174)

9 dt - x T

Ook deze afwijkingen kan men slechts door mechanische quadra-
turen berekenen. Eene vereenvoudiging wordt hierin echter gebracht
door de volgende opmerking. Stellen wij overeenkomstig met de
schrijfwijze van § 4 ‘Aps en ‘Apd voor de storing ten gevolge van
de wrijving onafhankelijk van de snelheid en verder

Do = s, B0
2('4p 4+ 'By)
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dA'D__ 1 dA'n

z0o is bij £ en 3 = =TT dr

en kan men dus de waarden der functien f, op welke de mechanische
quadratuur moet worden toegepast bij de gekozen intervallen gemak-
kelijk uit grootheden bepalen, die reeds in de berekening der storingen
door de wrijving afhankelijk van de hoogere machten der snelheden
werden gebruikt. De verandering van logh door de wrijving onaf-
hankelijk van de snelheid vindt men weder door gebruik te maken
van (104), welke geeft

(dlgl&) 2 ' dyp 2 BD 5
of wanneer men weer het gemiddelde uit twee volgens § 8 samen-
gevoegde waarnemingen neemt en de afwijking hierin als voren met
‘Ap aanduidt

’ ’ ’ . /7
i\'Angl;)=—~ Aot By @+E) VA gy
i 7V, Vi Vi
d 1 a4 Vi,
en Allﬁ:—-'——T_—z‘—-——,
dat 74) 2V, Vi %

waar nu o' en 4’ weer op zwevingen om de ,-as betrekking hebben.
Bij uitvoering der aangeduide berekeningen werd gevonden:

2V,
M’A = +2.6696, v "’A’,,;,._—Mzmo
0]
Too 2
2\/ﬁ"’A'nEu=—2.4170, ——\/ A", = —5.9338,
o
i
2V, ‘A’ yes == —11.087,
W %
I
M'A’"e, = —15.605,
w
2V, , . ara VB,
'—w—lA"lgﬁ;z—‘S.slg, ——w—o Aplghlz 16.31,
eVh,, .,
- ‘A'nlghy =—29.24,
\/ 0/

A'plgh, =—46.76.
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Met eene eindafwijking ‘Ap X, = 4 1° komt dus overeen
,A“xl =—8’,8, IADXI =—22’.7, IA“T1=“25”.4,

"Apx,=—40"5, ‘BpX,=1°, ’A.,T,:.—!-39".9;} (7]
en

'Al.lyh‘} =—0.0177, 'Aplgh,=—=-—0.03417,
‘Aplghy =—0.0621, ‘Aplgh, = 0.0994. } (2]

Heeft men voor eene proef door mechanische quadratuur de bij
elkaar behoorende waarden van ‘Ap eenerzijds en van Ay anderzijds
gevonden, zooals die afgezien van een coéfficient in ’t algemeen voor
de door ons beschouwde proef in [7], [m], [p] en [¢] opgegeven
worden; zoo kan men de overblijvende afwijking A in het volgens
§ 3 gevormd gemiddelde

A=PAp+QAy .. ... ... .. ... (176)
stellen, waar P en @ twee standvastigen zijn, die men uit de ge-
gevens van de proef zelf bepalen kan. Men kan tot het opstellen
der twee mnoodige vergelijkingen bijv. kiezen de eindafwijking A X,
en het verschil tusschen het gemiddclde decrement in de eerste en
in de tweede onderperiode. Of men kan, wanneer men de proef
bij verschillende amplituden herhaald heeft het verloop met eenc be-
naderde waarde van J’, ¥, en Q' berekenen en volgens de methode
der kleinste kwadraten de veranderingen A, Ay, AQ' en de waar-
den van P en @ bepalen, die deze berekende verschijnselen het best met
de proeven doen overeenstemmen. Zoo zal men bij nauwkeuriger, maar
niet volgens § 3 twee aan twee vereenigde, proeven ook Aj en Bp,
A'p en B'y en 'Ay en 'By elk afzonderlijk kunnen bepalen.

HOOFDSTUK IIIL

TOEPASSING VAN DE AFGELEIDE FORMULEN OP DE AFWIJKINGEN
B1J DE SLINGERPROEVEN VAN FOUCAULT EN BRAVAIS,

§ 1. Afwijkingen bjj de slingerproef van Foucaulr.

Bij het doen van de slingerproef van FoucauLr met een langen
slinger heeft men bijna altijd afwijkingen van het theoretisch geval
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v

van den enkelvoudigen slinger waargenomen, die in ’t bizonder door
VAN DER WILLIGEN te Haarlem proefondervindelijk onderzocht zijn.
Zijne waarnemingen zijn in de Archives du Musee Teyler, Tom II,
medegedeeld en werden verkregen met een looden bol van 9 KG
opgehangen aan een ijzerdraad waarvan de diameter 1 mM en de
lengte 10,6 M was. Wij zullen hier de wijze van ophangen be-
schrijven omdat de meesten, die zich met deze proeven hebben bezig
gehouden, daarin terecht de voornaamste oorzaak der storingen
zoeken.

Door een balk van een gewelf in Teylers Museum was een verti-
caal gat geboord van 5 dM. lengte, waardoor onder sterke wrijving
een stuk ijzeren buis van 6,6 dM. lengte 13,5 mM. diameter en 1.8
mM. wanddikte gestoken werd. Het boveneinde was van een kraag
voorzien en hiermede op de balk vastgeschroefd. Aan het beneden-
einde was een koperen stuk met eene kegelvormige, naar beneden
cylindrisch uitloopende doorboring aangeschroefd, waarin de ijzerdraad
met wrijving paste. Het benedengedeelte er van was overlangs ge-
spleten; zoodat men de ijzerdraad er gemakkelijk in kon brengen.
Wanneer dit geschied was, werd er eene moer overgeschroefd en
daardoor de ijzerdraad er onbewegelijk in bevestigd.

De tabel op pg. 207 bevat twee afzonderlijke door & en ¢ onderschei-
den proeven; daar echter de slinger bij ’t begin van de tweede nage-
noeg in hetzelfde azimuth in vlakke slingering werd gebracht, als bij
het einde van de eerste proef waargenomen werd, en verder de slin-
geringen aan ’t einde van de eerste proef (zoowel als aan ’t begin)
nagenoeg vlak waren, kan men de tweede als vervolg van de eerste
beschouwen en levert de tabel een overzicht over het verloop van de
draaiingssnelheid van het slingervlak en den elliptischen vorm van
de slingeringen gedurende eene geheele omdraaiing van het slinger-
vlak, uitgaande van het azimuth der aanvankelijke slingeringen in de
eerste proef. De draaiing van het slingervlak in een wur, is onder
D in graden en decimaaldeelen daarvan opgegeven en werd berekend
uit de waarneming van het azimuth van de groote as der slingerba-
nen op twee tijdstippen; het gemiddelde van deze azimuth is onder
A, het gemiddelde van de daarbij behoorende chronometer aanwijzin-
gen onder T opgegeven. In de regels, die met ,bij het begin” en
#bij het einde” aanvangen, is echter onmiddelijk de aflezing van een
azimuth A bij den tijd T aangegeven; uit de waarneming bij het
begin en bij het einde is het getal berekend, dat onder D als ,bij
het einde” wordt opgegeven. @ levert de afwijkingen van de theo-
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retische waarde van D, 119914, & de groote, & de kleine as van
de slingeringen, ¥ hunne verhouding en Z den zin van de beweging
in de ellips, waarbij de zin van de beweging van den uurwijzer po-
sitief genomen is. Eindelijk is P het azimuth ten opzichte van het
vlak, dat den hoek tusschen het aanvankelijk en eindazimuth der
vlakke slingeringen midden doordeelt. Dit vlak heeft het azimuth
1259,11 voor de d’s en 80°.9 voor de #’s, beide vlakken staan dus
nagenoeg loodrecht op elkaar. Uit de proeven van VAN DER WILLIGEN
blijkt nu, dat de vlakken 30°.9 en 125°.1, of slechts weinig graden
daarvan afwijkende, dezelfde rol spelen wanneer men het aanvankelijk
azimuth der slingeringen anders kiest, maar niets aan den slinger
zelf verandert.

Bereikt het slingervlak door de draaiing der aarde het eerst het
vlak 30°.9, zoo worden de slingeringen positief elliptisch en neemt
hunne kleine as toe, totdat hunne groote as in dit vlak valt; is het er
door overschreden, zoo nemen beide grootheden af tot het slinger-
vlak weer nagenoeg denzelfden hoek met dit vaste vlak, nu lechter naar
de andere zijde gemeten, vormt. De slingeringen zijn dan weder
rechtlijnig geworden.

Hetzelfde is het geval wanneer eerst 125°.1 bereikt wordt, de
slingeringen worden dan echter negatief elliptisch. De duur van
eene geheele omdraaiing van het slingervlak verschilt in ’t algemeen,
alnaarmate men een ander beginazimuth kiest, maar het gemiddelde
uit vele proeven met verschillend beginazimuth komt nader bij de
theoretische waarde.

Ik zal zulke middelwaarden uit de tabellen van vAN DER WILLIGEN,
die elk over ongeveer 60 uren zich uitstrekken, in graden en deci-
maaldeelen daarvan aangeven, benevens de middelwaarden R, van
het product van de beide assen der slingeringskrommen en den tijd
voor elke reeks in uren en millimeters. Het product is voor nega-
tief-elliptische slingeringen als negatief in rekening gebracht.

D R
1 12.082 +78.1
II 12.105 —43.4
III 11.974 —41.5
IV 11.810 — 37.8

gemiddelde 11.980 theorie 11.914.

Dergelijke afwijkingen tusschen de proeven onderling vindt men
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terug in de uitgebreide proefreeksen van BUNT !); zij worden zooals
Bunt (Ph. M. T.II, p. 118) opmerkt en bij zijn eerste proeven vond,
grooter voor grootere amplituden. Voor de correctie van die afwij-
kingen heeft men gemeend te kunnen volstaan met eene door GaL-
BrAIGHT, HavuGHTON en G. B. AIRY opgestelde formule, die wij in
n° 47 van ’t 1¢ Stuk hebben behandeld.

Voor dezen slinger was

135.1800 /g
e L= 015
o \/ 7 = 0,000155,

wanneer ! in millimeters uitgedrukt is. Deze grootheid met de
waarde van R in de vorige tabel vermenigvuldigd, is de afwijking
van de onder D medegedeelde gemiddelde draaiing per uur van de
theoretische nl. van 11,914, tengevolge van de eindige waarde der
amplituden; zij verklaart van de werkelijke afwijkingen slechts een
onbeduidend gedeelte.

§ 2. Formule voor de beweging van het slingerviak.

Wij zullen nu echter de vergelijkingen voor de beweging van het
slingervlak en de verandering der ellipsen opstellen, wanneer men
niet alleen op deze afwijking, maar ook op die ten gevolge van
p—gq en van Ap—Bp bij onzen cardanisch opgehangen slinger let.

Volgens (101) van ’t 1¢ Stuk is

_dx , axX  dd

; X~ X — =
Sin2 xCos 2 dt+Sm2 Cos2xdt =
1-24  do

*oVa(l-u) ¥

—SinT, Ve (1-- x')Tt"

dX
-Sm2xSm2X— +Cos2X0082xdt = CosT,

dus

ax , 1-22)  do'
\ — = 382X+ 0s2XC0sTy ———= } — —
(032;50” { in2 X 4 Cos 08 °2\/¢'(1—'a’)} 77

—Cos2XSinT, \ &' (1— u)dT"

1) Ph. Mag. 4tb Ser. T\ L p. 652, T. IL p. 87, 81, 158, 424.
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aX 1-24 de
19, %4 T —o
Cos*2 %, 77 {20081'0 \/a\l a ) 41— 2u)CosT0 N l—u)} 7
—(1-2a")8in T, Ve (1=4 ddlt',,
aX CosT, do —dT
Cos* 2 1—22)8inTy Ve (1—a ".
13 = Ty a0 =0
Verder (177)
Sin2 5 %% {Cos2X—Sm2XCosT 1= }d“
dat \/u(l—x)
+8in2X8in T, V& (1l —«) d—to’

@00s* 2% N .
— A {2(1 2) 20081'(1 2;;)}
+4CosT, SinT, o' (1
dCos*2x _ N o Gl . v1 _.n8Ta
— = 4(1 2u)Sm"7°—ﬁ 8CosTySinTye' (1—2') 77

(178)
Wanneer men hierin invoert (107) en (108) van 't 1¢ Stuk met
Q' in plaats van ¢, komt

Cos? 2 5 f—g; =—0'(Cos* Ty+(1—2a') Sin2 T ) —

—(1—24)8inT, V&' (1=2') (g—p)

dX__ . (=2a)5inTo(q—p)VaT=&) _ _ .,
e = 7 Cos® 2
- - 9—p,
(%] 0082XT5]275—2-—, ......... 179)
en uit
2
dCo:rlt2x —88inTyCosT, o' (1—2") g—p),

eveneens met (102) van ’t 1¢ Stuk
dx _ "sing x=2)
= [-j:] Bin2 X2l v (180)

Neemt men nu de termen in Z—: en % afkomstig van eindige
amplituden en van de wrijving recht evenredig aan de snelheden vol-

gens (102) en (105), zoo vindt men
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(c_{i(‘ . _Bo—4 200824y CosTy Vo' 1 —a') 4 (1—22')8in2 §p __
dt)p 4 1--4d (1—d') Sin T, -
__BD-AD Cos2ypSin2 X Cos2 3+ Cos 2y Cos2 X 8in2 §p _
4 Cos* 2y, -

_ dp—By Sin2(X+dp)
- 4 Cos2y ° (181)

d Cos? 2
(:;t—}—:?(BD——AD) {(L—24)8in® Ty (20 (1— &) Cos 24 +

+(1-22')Cos T, V &/ 1 =2)Sin 2 by)— CosT,Sin* T, \ ' (1- & )Sin 24, }=
= (B,— A4p) Sin® 2 % (Cos 2 X Cos2 % Cos 2y, — Sin2 X Cos 2 3 Sin 2 Ip);
en dus

d% Ay— By .
(dt)n— 3 Sin2xCos2(Yp+X) .. ... (182)

Bij het aanbrengen van de verbetering voor eindige amplituden mag
men den slinger van Foucaurr als een enkelvoudigen slinger be-
schouwen; dan is volgens n° 47 van het 1¢ Stuk

adx\ __ dx\ __ . L 87 d'¥
(%>A_O’ (W)A__“‘a_—[i] 8¢, 17’

zoodat ten slotte, afgezien van de hoogere machten der wrijving, de
beweging van de groote as van de slingeringsellips wordt bepaald
door

dX ’ - 37 a,bl r q————-— +
7i =V E) g ) G2 X T2y sﬁ
—By Sin2(X
Ap—By 8in2(X+ ¥p) ... (183)

4 Cos2x 77

Hierin moet men bij inachtneming van de andere machten der
snelheden in de wrijving voor 4) en Bp nog de reeksen in de plaats
stellen. In hoofdzask zal deze vergelijking ook de draaiing van het
slingervlak bepalen wanneer men de slingerproef van Foucavir op
de gewone wijze doet; het verschil tusschen de draaiing van het slin-
gervlak bij den cardanisch opgehangen slinger en bij dien van van
DER WILLIGEN zal voornamelijk daarin gelegen zijn, dat de andere
machten van de snelheid een anderen invloed op de wrijving uitoe-
fenen. De toevallige storingen in zijne proeven, die vooral blijken
uit de onregelmatige verandering van vorm en ligging der slingerings-
ellipsen, en aan trillingen van het gebouw, luchtstroomingen enz.

4
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moeten worden toegeschreven, zijn echter veel te belangrijk om deze
formule in zijne waarnemingen bevestigd te vinden.

§ 8. Discussic van de gestoorde slingerproef van FoUCAULT.

Laten wij nu tot de integraalvergelijkingen voor de bewegings-
verschijnselen bij den cardanisch opgehangen slinger, wauneer 4’
nagenoeg tot 90° of m. a. w. J'' zeer klein is gemaakt en de slin-
geringen aanvankelijk vlak zijn, overgaan. Wanneer de storingen
niet in aanmerking kwamen, zouden zich verschijnselen van de klasse
B. I. vertoonen en volgens de grondvergelijkingen (A) van ’t 1¢ Stuk
en pag. 158 tot in de derde machten van ¢ nauwkeurig

Cos?2 X Cos2x% —=¢"'2 Cos2 X, +
+ (A=) (1— 4472 Cos® 2X,) Cos2(D +3), } (184)
Sin? X Cos2 5 = (1—1 4" Cos* 2X)8in2 (D +3),
en dus
1-Cos®2 3 = " (Cos2(D+3)— Cos2X,)?;

of x eene grootheid van de orde van ¢ zijn.
De afwijking van de groote as der slingeringsellips van de ligging,
die zij zoude innemen, wanneer zij met de gelijkmatige snelheid

-'.g_g_‘k m de verticaal draaide, wordt het gemakkelijkst gevonden

’

door Sin 2(X —D-—-S) te vormen, waaruit blijkt, dat
Sin 2 (X+ Sl —3) Cos2 x =
= "2 8in2(D43)(} Cos2(D+3)—Cos2X,)
en dus tot in de derde macht van " nauwkeurig
X=— Smdc' t+3-|- 14/ Sin2(D4+3) (3 Cos 2(D4 3)— Cos2 X,);
of, daar 3 slechts ten bedrage van eene grootheid van de orde van
J"'? van X, verschilt,

X=X,~ t+3928m2(D+X,) (4 Cos2(D+ X)) —Cos2 X,)+
+ 1y SindXy ... (185)

is. De bedoelde afwijking is dus eene grootheid van de orde van
¢"”* en bij het azimuth gegeven door (185) behoort de ellips, die
door

Smd/
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+x=V"(Cos2(D+X;)=Cos2Xy) . . ... (186)
tot in de tweede macht van '’ nauwkeurig bepaald wordt. Om de
verdere afwijking onder den invloed der verschillende storingen te
leeren kennen behoeft men in de beschouwingen van het vorige
Hoofdstuk slechts geringe wijzigingen te brengen.

De formulen (141), (142), (143) en (144) blijven hier van toe-
passing, daar zij gelden voor elke waarde van ¢'. Voor (145) komt
in de plaats

Ax,=+1Ael, —Ax, =LAl .. ... (1817)
waar 4 geldt voor het geval, dat de slingeringsellips het eerst de
xz(- en — voor het geval, dat zij het eerst de y;-as overschrijdt.
In deze formulen (141)...(144) en (187) moeten wij nu weder de
waarden van Ae en AJ ten gevolge van de verschillende storingen
invoeren. Wij beginnen daartoe met de variatien van ¢ en J ten-
gevolge van de wrijving, en verwaarloozen in de berekening der
storingen de tweede en hoogere machten van '/, verder beschouwen
wij als in § 1 van het vorige Hoofdstuk weder eerst de termen, die
Cos 2 yp als factor bevatten,

De vergelijkingen (150) en (152) blijven gelden en geven dan
Ap—Bp =#

Wanneer Sin 2 X, negatief is bereikt de groote as der slingerings-
ellipsen het eerst de #;, wanneer Sin2X, positief is het eerst de
Yi-as.

Hieruit volgt, dat wanneer Sin 2.X, niet te klein is in ’t algemeen
de groote as der ellipsen, voor dat de slingeringen ten tweede male
rechtlijnig worden een gebied doorloopt, dat kleiner of grooter dan
180° is, alnaarmate in de richting van de symmetrieas, die het eerst
overschreden wordt, de slingeringen het sterkst of het minst afnemen.

De safleiding van Ae; in (147) uit de algemeene formule blijft
ook hier gelden, daar aan het einde van de eerste onderperiode
Sin2(D+3) =— Sin23 is; daar wij verder 23 =2X, en

Ty: T, =—423:27 voor het geval, dat de z,-as,

ADl X2 =

T,: Ty =2x—43: 2% voor het geval, dat de y;-as

het eerst overschreden wordt, hebben, leert eene redeneering over-
eenkomende met die bij (153), dat

AX, —-—00324;041‘8” 2’}“ (—2X,+1 &n4,Yo)v___,(189)

14%
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voor X, negatief, en

4,— .
o 2X (r=2X, + L Sind X,) —— \/a

voor X, positief is. Het teeken van de grootheid tusschen () is
dus steeds positief; zoodat A X, steeds tegengesteld in teeken aan
A X, is, en het gebied der eerste onderperiode uitgebreid of verkort
wordt, al naarmate de in haar overschreden symmetrieas de richting
is, voor welke het grootste of het kleinste decrement geldt.

Verder is

AX, =— (os2¢yp—— ,(190)

ADI%1=+ Bn(’s?dz xlo”( ‘—1—, Cos?XoSin2Xo),

( T+ T, —%—,— OOSQXOSinQXo),

waar het bovenste der teekens — geldt, wanneer x, in de z-; en

%4 in de y;-as valt, en het benedenste voor het tegengestelde geval.

Wij hebben dan bij overschrijding van de as van ’t grootste decre-

ment vergrooting, bij die van ’t kleinste verkleining van de kleine as.
Om ' te bepalen zal men nu hebben

x1tx., = 90" =/,
An

(191)

en wordt dus

AY =+

Bo i 2cm32¢n ...... (192)

zoodat men ¢’ te groot of te klein vindt al naarmate het eerst de
symmetrieas waarin het decrement het kleinste of het grootste is
overschreden wordt.
Eindelijk
1
o == g, (0~

By) Vo ('032\14,,,

4p- Bp Cosw., i
= X241
8, Ty 105X, Yot (2 V X, % 41 8indx,)voor X, negatief, (193)

BD C’os?\bn

(w—-2X o+ 3 Sind X ) voor X, positief,

Naarmate dus de beginslingering voor of achter de symmetrieas
van ’t grootste decrement ligt (d. w. zeggen dat deze as door het slin-
gervlak in zijne beweging bereikt wordt of als reeds overschreden
gedacht kan worden), wordt de geheele periode verkort of verlengd,
de eerste onderperiode verlengd of verkort.

Nu gaan wij over tot de termen, die Siz2¢p bevatten,
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Deze zijn alleen van invloed op 7', x, en x,, en geven

Ap—

A T, = _Z?).

282X, Sin2dp, . ... . (194)
hetwelk in teeken aan Api 7, gelijk of tegengesteld is, al naarmate
Sin 2 4P negatief of positief is. Uit

Apux,_+An Sm2\1«n\b”Oos2Xo(+l Cos2X,),

Apux, = =+ i‘—"-—— Sin2Upd Cos2 X, (£ 14 Cos2X,),

waar de teekens 4 op dezelfde wijze als bij de Ap, worden bepaald,
volgt voor
A

~P;7B-')Si/z2\h)xl/” Cos2Xg. . oo .. (195)

Apud = — a0

Wanneer wij ons ten opzichte van de termen, afkomstig van de
hoogere machten der snelheden tot de tweede bepalen, zal men in

ds 20/’

ﬂ—aD-Sin¢’6D(082(D+;)+Sz \L,cDSm2(D+§)
L == 20 Cnd (D4 3) 4 S ¢ SnAD 4 3)
dt — ‘V 08 +§l‘”\VCD n2( s

voor de coéfficienten ap, &y, ¢p, &'p, ¢’y dergelijfke moeten gebruiken,
waar men volgens (106) alleen 38—” (4'va~B'yb) voor Ap— Bp in de
plaats behoeft te stellen. Evenzoo zal men om de wrijving onaf-
hankelijk van de snelheid te verkrijgen ;('AD%——’BD %) voor

Ap—Bp in de plaats moeten stellen. Voor de grootheden, die
door ¢ en & worden aangeduid, zal men echter, als voren de
tweede macht van "' verwaarloozende,

t t
a=\2hge T3 Cos(X+p), b=VThge 02 8u(X+dy),

kunnen stellen en op deze wijze ook de wrijvings correctien in & en
3 tengevolge van de hoogere machten der snelheden voor dit geval
door quadraturen kunnen vinden.

Om den invloed der eindige amplituden te leeren kennen zal men
weder de volledige uitdrukkingen (139) van 4,, B;, C;.... niet
behoeven te gebruiken, wanneer Ap— Bp ten opzichte van Q' klein
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is, Men mag nu wel niet A; en A, nul stellen, maar wel, en
daarop komt het ten slotte aan, de producten er van met de coéffi-
cienten van A;, B;, C;, enz. omdat deze alle in de bijbehoorende
ApX, AsT en Apy den kleinen coéfficient ¢ (door Cosd’ of Cos ¢)
of w, brengen.

§ 4. Afwijkingen bij de slingerproef van Bravals.

Aan het slot van zijne verhandeling!) over het bewijs van de as-
wenteling der aarde met behulp van den conischen slinger, beschrijft
Bravars de onregelmatigheden, die zich bij oorspronkelijk cirkelvor-
mige slingeringen voordeden.

Tant que 'on se sert du méme fil et que la rotation est de méme
sens, lorbite supposée primitivement circulaire a une tendance a
se changer en une ellipse dont le grand axe offre une direction déter-
minée. La forme légérement elliptique que peut avoir l'orbite ini-
tiale ne trouble pas sensiblement ce résultat. Si lellipticité de I'orbite
initiale était inverse de celle que doit avoir Dellipse finale, I'orbite
variable commencerait d’abord par arriver & la forme circulaire ou
sensiblement circulaire, circonstance qui retarderait la transformation
en ellipse finale...... Si au contraire l'orbite initiale avait une
ellipticité analogue de position & Vellipticité finale, cette circonstance
favoriserait son prompt établissement. On voit ainsi, que, pour un
méme fil, la diminution des amplitudes ne se fait pas avec la méme
rapidité pounr les différents rayons vecteurs de Porbite. Il est deux
positions rectangulaires pour lesquelles la diminution est a son
maximum dans I'une et & son minimum dans lautre.

8i Yon fait tourner le méme fil dans le sens inverse, la position du
grand axe de Vellipse finale se déplace. Un défaut d’horizontalité
dans la plaque de suspension peut aussi modifier cette position, et
faire dégénérer plus rapidement l'orbite en une ellipse sensiblement
allongée. Ainsi dans les observations du fil. A, d’occident en orient
les 5, 9 et 11 mai, le grand axe de lorbite finale tendait & se
diriger au 8 60° O; mais aprés le redressement de la plague de
suspension, le grand axe s'est dirigé au 8 16° O. Pour les rota-
tions d’orient en occident, la différence a ét6 encore plus considérable.
En général, lorsqu’on change le sens de la rotation, la position
normale dn‘ grand axe marche dans le sens de I’ancienne rotation.

Y Journ, de Liowv,, 1¢ 8. T, 19, p, 44.



217

Ainsi, pour le fil A, avant la rectification de la suspension qui a
eu lieu le 13 mai, dans la rotation de I'est & P'ouest, par le sud,
le grand axe était situé au 8 35° O; en renversant la rotation, il
a rétrogradé de 25 degrés et passé au S 60° O.

Pour ce méme fil A, aprés la rectification de la suspension le
grand axe situé au S 46° E, lorsque la rotation avait lien de Pest
a louest, a passé au S 150 O; rétrogradation 61 degrés pour le
sens de la nouvelle rotation.

Pour le fil B, dans les mémes conditions S 509 E., et ensuite
8 5% E; la rétrogradation est de 55 degrés.

Enfin pour le fil A’, les deux positions du grand axe sont S 64°
E et 8 18° E; rélrogradation de 46 degrés.

Ces résultats semblent indiquer une notable influence. exercé par
la pitce de suspension; I’état moléculaire des fils prés de la suspen-
sion semble, au contraire, avoir une faible influence, les trois fils
ayant donné sensiblement les mémes résultats.

La forme du mobile n’a pu d’ailleurs avoir aucune influence appré-
ciable; les cylindres pesants étaient parfaitement tournés, ainsi que
toutes les pitces de la suspension inférieure, et la résistance de
Pair devait ainsi é&re constante dans toutes les directions azimuthales.

J’ai eu aussi Poccasion de reconnaitre que les courans d’air, soit
accidentels, soit déterminés par I'approche de I’observateur, pouvaient
troubler un peu le mouvement...... Ces perturbations irréguliéres
peuvent expliquer, au moins en partie, les différences de forme
qu’offrent d’un jour & l’autre les ellipses finales aprés des rotations
du méme fil, dirigées dans le méme sens.

Je n’ai pas remarqué que les grands axes des ellipses eussent un
déplacement lent dans le sens du mouvement diurne, c’est & dire
d’orient en occident, comme on pouvait I'inférer & priori du phéno-
meéne de déviation observé par M. Foucaurr; il est & croire que
Paction de la terre se borne & déplacer dans ce sens d’un petit
nombre de degrés la position d’équilibre que la suspension tend i
donner au grand axe, et que cette déviation, étant sensiblement
constante dans toutes les séries d’observations du méme pendule,
reste ainsi inapercue.

§ B. Verklaring van de afwijkingen bij de proef van Bravars,

De verklaring van een gedeelte der beschreven afwijkingen althans
wordt daardoor geleverd, dat men ze onder het zelfde gezichtspunt
met de afwijkingen in de proeven van Fouvcaurr brengt.
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Laten wij eerst alleen daarop letten, dat de slingertijd van den
slinger door de eigenaardige wijze van ophanging in verschillende
richtingen verschillend is. De proeven van Bravais toonen het
bestaan van deze oorzaak van verandering der slingerbanen aan;
immers bij denzelfdlen slinger bleek de afname der amplituden in
verschillende richtingen in de nagenoeg cirkelvormigen baan gemeten,
af te hangen van den zin van de beweging in de baan. De afzon-
derlijke proeven werden niet lang genoeg voortgezet om er uit op
te kunnen maken of Ty"d«%l, maar het is waarschijolijk, dat
T9* ¥ >1 was. Dan behooren de door Bravals waargenomen be-
wegingsverschijnselen in het algemeen tot de klasse A, die in n°. 28
van ’t 1¢ Stuk behandeld werd, en men zal dus niet meer de door
Bravais, die Tgy'=— o onderstelt, (zie n°. 50 van het 1° Stuk)
tot het berekenen van Q' uit de verandering van + gebruikte for-
mule mogen aannemen, maar van de algemeene formule (D) van
het 1¢ Stuk gebruik moeten maken, waarbij op dergelijke wijze als
in n° 50 van ’t l¢ Stuk de verandering der ellipsen tengevolge
van p%q in aanmerking genomen moet worden. Wij zullen deze
vrij omslachtige berekening hier niet ontwikkelen; immers de carda-
nisch opgehangen slinger stelt ons in staat p — ¢ te maken en dus
de proef van Bravais zonder deze storing te verrichten. Anderzijds
geeft n°. 26 van het 1° Stuk ons het middel aan de hand om ook
wanneer ¢ —p niet == 0 is, tot een geval te komen, dat theoretisch
zeer eenvoudig berekend kan worden. Daartoe kiezen wij in dat
geval als oorspronkelijke slingeringsvorm niet den cirkel, maar de

onveranderlijke ellipsen van den slinger. Dan wordt volgens
(D) en n". 26

T=—vg =WoIlzx+W,,

_P=q, Cosy 17 Cosy —
pW,-T(t Im)+ [-_-l: \/Coa’\l«] V(‘osz¢dr0ty(TgD)_

=2;z'—9(z-1n) +[+]'D,

waar D tusschen O en 180° in den zin tegengesteld aan Q' genomen
moet worden. Dus
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-’
t[i] Simb t —=

Cos\];
U t,
Sm\l' [:t] \/ Cos* Cos b >
Dezelfde formule vindt men terstond uit (106) en n°. 26 van
’t 1¢ Stuk, daar

CosTy=10, Sinly=[%]".1, 1-2'= [i]'_;(_gs_‘l';c sy,
08

ple—ry) ="1

=-[x])

en dus

Ve (1=4) =418n{, 24=1-— [i] ’ Cos .

Uit 1’(7—70)=—{[:|:]' 82¢,+ ”—%—’-’}t ... (196)

volgt, dat, wanneer men eene rechts en linksomgaande onverander-
lijke ellips vergelijkt, het verschil tusschen de twee slingertijden ten
opzichte van de y;-as eenvoudig

20" 2
Sind’ ) p? ’
20’ 7
m 2\/:q-t, [ (197)

is, zooals wij in (220) van het 1° Stuk voor de proeven van Bravals
waar ' — 90° is, vonden.

De onregelmatigheden door Bravals opgemerkt laten zich niet
geheel daardoor verklaren, dat men de bewegingsverschijnselen van
zijn slinger opvat als behoorende tot de klasse A. Immers dan
moest het azimuth, waarbij de groote as der ellipsen uit den cirkel
te voorschijn treedt, wanneer de slingeringen rechts- of wel linksom
plaats hebben 90° verschillen. Wij zullen aantoonen, dat wanneer
men de wrijving in aanmerking neemt zulk eene wijziging in de
klasse A kan worden voorzien, Uit (178) volgt

d?* Cos* 295
et

&>,
an t

—4(1-22")Sin®T, T—SCosT SinTy o'(1—2)

+8( ) Sin® Ty 4+ 8(Sin? Ty—Cos*T )z (1~2') (W") +

+ ‘f;; %1-;1’ {~8(1~24) SinT, Cos Ty =8 Sin T, Cos To(1—2)).
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Hierin moet genomen worden

/ TG By—4 ’ ’
%=—2ﬂ’ Va'(1=&') Cos Ty + —5— Z(1-d)—
—Cos Ty(1—24) V&' (1=2) Sin 2},
aT, —22 By—4, .. Sin T,
=g¢—p+a’ = Sin Ty + Sin @ Yp —— -
dt \/u ¢ 4 \/4(1 u)

dus voor oorspronkelijk clrkelvormige slingeringen, waar

1-24'=0, 2\/44'(1—:4’)0031‘ =0, SinT,=1[+] VSn:T,,

d? Cos*2y, da dTo\? ..
-] = —_— =0

( ar )o s (7 )“(dt)ob‘” ’
en wegens
da’ By — Ay , sy Bp—dp
(7;) =2 =5 Cosdy {2/ (1 =)} == == Cos2io,

aT, T,

(‘—"\ =g+ 2T Singy, =

t \/z(l—-a&)
=g—p+[£] 252 sin2 0,

wordt

d? Cos?2
(F552),= 4 Bo— oy 420 ) +
+2(g—p)(Bp—Ap) Sin2 4y Sin Ty = 5 { (B,— 4,)* +4(g-p)" } +
+ [£]" 2(¢ —p) (Bo— 4)Sin 2 dp.

Hiermede wordt wegens
d d
(08* 2y —= Cos* 2 — Cos? 2
08 2 08 xo+(dt6'os 2%) t+ — (dt‘Cos 2%) ,

en Cos2 x9 =0, (d(as%&) =0,
dt 0

Al
Cos* 2 = = {(Bo—4p)' +4(g - 2)* +[£] 4 - p)(Bo— o) Sin2ip |,

[/
Cordx = 5 V (Bp—ibo) + 4(7 )" ¥ (L) b7 7,(BoAp)Sin2 ¥,
(198)

Verder kan men ook Cos2XCos2y gemakkelijk als functie van
den tijd uitdrukken
Cos?XCos?y = Cos2 X, Cos2 x4 + (”1(_1_;72.5‘__)) t4 enz.,
0
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d By— A
1032X0082x=—£( ‘f) f = 20

it Cos2dy .
Hieruit volgt

(Bp—AP) Cos 2y

Cos?2 X — - .
V(By—4y) +4(g—p)* [£]" 4(qg—2) (BO—dy) Sin2dp
199
Eindelijk vindt men Sz2X als volgt (199)
Sin? X Cos2 x = {jtzCosTo Vo Q=2 (l—u)}ot...:
dT,, aT,\ =
:-{ = SmTo\/x(l-%)} {[i] °}
=[] (g—p)— 227 Sin2 g,
en
Sin2X — —[:t]’-'?(y——p)—(Bo—/I“)Sin Q\l‘l) .
V(Ba— )" + 4 (g=p) [£]"4(9—2) (B, — 4p) Sin 2 by
(200)

Bij verandering van [4]” gaat Sin2X of Cos2X niet in de
tegengestelde waarde over; dus is het verschil van het azimuth,
waarbij de groote as uit positieve, en van het azimuth, waarbij de
groote as uit negatieve cirkels opduikt, niet, als in het theoretisch
geval der klasse A, 90-.

§ 6. Onveranderlpke ellipsen onder den inviced der wrijving.

De eindtoestand van de klasse CII, van zwevingen om de coor-
dinatenas in wier richting de slingeringen het langzaamst afnemen
wordt geleverd door dergelijke ellipsen als de klasse E in het theo-
retisch eenvoudige geval. Wij vinden dezen eindtocstand door de
vergelijkingen

ix o q—p , Ap—Bp Sin2(X4+dp) _
Y o | rCos 2X LA
gt =~V [E] Qe Tyt 5= + Cos?

9% — =B g Cos2 (X4 dn) + () sinax? P =0
dt 4 2
(zie 180, 182, 183) op te lossen. In anderen vorm is de laatste
dyx _ A—Bp
dt 4

=0

Sin2 xCos2 yp Cos2 X 4

+ [[-q_:]' ’L%l’-‘—‘-"i—B“— 8in2xSin2¢D] Sin2 X=10, . . (201)
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. (_1_1,, —=By) §in? 5 Cos2 yp
(Ay—B,) Sin2x Sin2 bo— [£]" 2(7 - p)’
terwijl x dan door de eerste vergelijking bepaald wordt, nl. door

Ap— —p Cos?2 X
! N —-———-
Q .._( 4 n?p 5 Sin2 )Coszx

n Ap—By Cos2dp
4 Cos?2
welke van den vierden graad in Sin 2y is.

Wij zullen de oplossing slechts nagaan voor 't geval, dat ¢, =0,
dan wordt

of Ty2x =

S 2X, (202)

To2X = —fSin2yx,

0'Cos2 x .
’—cm———)\Slnzx,
stellende
An qg—p A — By
=4+ Am— " - —
=[£]"; T(= p) 5 )

Waaruit volgt

Sind 2y = — [ o +_'\’____1) / Lo 1 _'\"___1)’
X = (2f2 2fga/z b2 +\ fj +(2f;+2f2.alg b3 *
zoodat in dit geval slechts twee oplossingen, een voor [+]” en een

voor [—]”, mogelijk blijken te zijn.

HOOFDSTUK IV.

UITBREIDINGEN VAN HET ONDERZOEK IN DE VORIGE
HOOFDSTUKKEN.

[1] In Hoofdst. II § 1 [6] vonden wij, dat de term U546 in
de storingsfunctie § (zie (41) en (43)) geen anderen invloed op de
verschijnselen heeft, dan dat voor yp een andere waarde in de plaats
treedt. Hierbij werd, als overal in Hoofdst. II en ook reeds bij de
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benaderde integratie in I § 7 ondersteld, dat U, Kein ten op-

zichte van p—g¢ en Q', en dus eene grootheid van de derde orde is.
In Hoofdst. I §1 werd echter betoogd, dat in ’t algemeen (" o8
van de tweede orde kan zijn, en eene uitbreiding van ons onderzoek
tot dit geval blijkt dus wenschelijk. Eene andere splitsing van de
karakteristicke functie van ons vraagstuk in de karakteristicke functie
van eene ongestoorde beweging en eene storingsfunctie stelt ons ech-
ter in staat de afzonderlijke beschouwing van U"p g van den aan-
vang af overbodig te maken. Wij voeren daartoe weer als in I §1
in plaats van £ en v andere codrdinaten ¢ en § in, maar laten
voorloopig den hoek Jp in de vergelijkingen (24) onbepaald, en zien
dus verder af van de vergelijking (27). De levende kracht 7' neemt
dan overeenkomstig met (25) den vorm

dd))’ de)z do db
1 _r 1 — _—
f’1°(dt t1 B (dt + 0 dt dt

aan, terwijl voor M", M’ en U o weder de vergelijkingen (74%)
met de nieuwe waarde van Jy gelden. In de ontwikkelingen, die tot
(40) voeren, wordt geen gebruik gemaakt van de eigenschap, dat
C, =0 is; zij blijven dus gelden voor onze nieuwe waarde ¥p. En
wanneer men de termen met den coéfficient Cy uwit E in S over-
brengt (zie (41) en (42)), verkrijgen wij, zoodra ¥p zoo gekozen is,
dat C, van de tweede orde is en men dus in den noemer van (42)
A, B, in plaats van 4, B,—C,* mag stellen, weder (46), terwijl
. 0 /’ /
bij de storingsfunctic 8 (zie (43)) gevoegd moet worden —«—"TPJB!;’#
0“0
(vergelijk (48)). Daar C, van de tweede orde is blijven de verdere
omvormingen van de storingsfunctie geldig en zal men ten slotte
als unitdrukking van de storingsfunctie weder (55) krijgen, waaraan
nu moet worden toegevoegd
S 9C —
- Eﬁ%lé%—i =— -T:- Y a(h—e) Cosgt" Cospt' .
Hetgeen er van dezen term voor de verandering der elementen
volgens de redeneering in I § 2 in aanmerking komt, kunnen wij met

!
4 (14

Vz(h—a) Cos T, samenvatten tot

C, /4 3 —
—(:—120- ——M'—‘-) Va(i—a)CosT,.
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De keuze van {yp, tot nog toe alleen bepaald door de eigenschap
dat €, van de tweede orde moet zijn, ligt nu voor de hand; im-
mers deze term valt uit de storingsfunctie weg wanneer ¢, zoo ge-
kozen is, dat

—MCo=A,U g,
waardoor tevens C, eene grootheid van de tweede orde wordt. Dit
vordert volgens (26) eenerzijds en (74*) anderzijds

MAT44, U,
M(A¥— A" 4, (U - U, )

Wanneer wij aan §p de hierdoor bepaalde waarde toekennen
kunnen wij verder in de vroegere ontwikkelingen overal U g5 =10

Tg2dy=

. (203)

stellen, terwijl deze overigens onveranderd geldig blijven, en nu het
voordeel hebben als ongestoorde beweging die te beschouwen,
welke de slinger bij oneindig kleine amplituden zou vertoonen onder
de werking van de zwaartekracht alleen. Deze uitkomst komt over-
cen met die van pg. 157, daar de hoek der scheefhoekige coordi-
natenassen bij onzen slinger, waar 4, B, eenerzijds en M", M’ an-
derzijds slechts ten bedrage van grootheden van de tweede orde ver-
schillen, eveneens van de tweede orde is.

[2] Laten wij nu nog nagaan hoe men in dit geval van een
gegeven (waargenomen) waarde van Jp en IT tot eene willekeurige
andere overgaat. Daartoe merke men weer overcenkomstig met pg.
159 op, dat

B,—4 M-M
oBo tt M A4, M[{A W= Uy +

$M (A% — 41} Cos2p + (4, U+ M AT ) Sin %] = —
MA 4+ 4, U, .
Ay MSin2 4y

en voor andere waarden ¢y en IT', na toevoeging van gewichten
bepaald door ¥ en f

.Bo""A M MI ’ ) , Et '
( B, + M ) 4, M[{J“(UEE— UM)'-}M(A A 4
+ M F Cos 2f} (0824!’[)""(40 U’Eﬂ.!-M_AE’I._MFSinzf) Sz‘nzq’r”] —_—

M AN+ AT o~ MF Sin 2 f

.
—_ 3

A, M Sin2 Vs

zoodat
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T4y o {(Cotg by Sin 29" p—Cotgd Sin2yp} = F Sin2 f,

T

Teds o {(Coty by Cos2 0= Cotg b Cos 2} = ~ FCos f;

(204)

geheel als in het meer eenvoudige geval, dat U £, U ne = U; = 0.

[8] Ten slotte kan men nog gemakkelijk de vorige onderzoekin-
gen, die volgens pg. 140 R van de eerste orde onderstellen, uitbrei-
den tot het geval van eene willekeurige waarde van R. Met het
oog daarop zijn verschillende termen in de ontwikkelingen medege-
nomen, die in de onderstelling, dat B klein van de eerste orde is,
niet van invloed op de verschijnselen kunnen worden. Dit zijn alle
termen in I § 7, die w, bevatten, daar de benaderde integratie in
I §17 zulk eene waarde van % onderstelt, dat de storingen ten ge-
volge van de eindige amplituden de verschijnselen slechts weinig
wijzigen, zoodat de termen welke buitendien den factor R bevatten, wan-
neer deze klein van de 1¢ orde is, wegvallen. Overgaande tot het
geval, dat R eene willekeurige waarde heeft, behoeven wij nog slechts
den eenigen term aan de storingsfunctie toe te voegen, die tot nog
toe weggelaten werd gebruik makende van de onderstelling, dat R
klein van de eerste orde is, nl. door in (78) te stellen

Af:’ == 0 in plaats van 4 " —=—m, R.

Daar deze term den kleinen factor m, bevat kan men hem in de
beschouwingen van I § 7 op grond van de zoo even gevolgde re-
deneering van den aanvang af weglaten. Volledigheidshalve zullen
wij echter aangeven welken term hij bij de storingsfunctie S)+S,,
zie pg. 145, afkomstig van de eindige amplituden voegt, en in deze
berekening tegelijkertijd een voorbeeld van eene andere behandeling
dier storingsfunctie geven.

Met (74) en (49%) volgt er uit, dat aan 4, B, € moet worden
toegevoegd A, 4’y E*, B, B’ E*, 4,B,C' ¢, £*, wanneer

m, R
——_—’—_
C g2 — loBocodﬂ\h).

’ —_ mSR o ’ —
A&Z == 70—81”24JD, .BE’—.
Als in (50) komt dus bij de storingsfunctie

AS'nm,—--l:""p1 Ay~ 11) Ble, =992 C ]E’

of voor p’,, zooals daar, stellende A,‘—fg en voor p', B, Z%,
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”L;_R{(%)’mwb—(ji) Sin 2¢,,+2£iﬂ( ?%}S”,

dus met (24)
my R dy df

-— 2
Semy == T 5

Deze storingsfunctie moet nu verder in de elementen worden uit-
gedrukt; volgens (93")

mzR“b“ g rrey e III
Spm, = s w i’ Sin®pt''" Cos pt'’" 4 6) Cospt
waarvan alleen weer
myRa’b | i M a3b
T = C
SRrm, = 3 Sin® pt'** Cosdpt’"" Cosh = Ao 0sd

volgens pg. 136 in aanmerking komt; zoodat de storingsfunctie ver-
meerderd wordt met

RMm, h? ,
T84, (14(1—24')Cos2dp—

—Sin2y2CosT, V & (1-2')) (1—22") Sin2¥p + 2 V &' (1—a")Cos Ty Cos2y,).
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INLEIDING.

In Hoofdstuk IT van het Wiskundig gedeelte 1¢ Stuk heb ik de
aandacht gevestigd op nieuwe proefondervindelijke bewijzen voor de
aswenteling der aarde, die in het volgende meer uitvoerig zullen
worden behandeld. Zij berusten op de kennis van de storingen van
de beweging van een punt door de draaiing van een eodrdinaten-
stelsel, ten opzichte waarvan het, afgezien van die draaiing, de
figaren van Lissajous voor twee nagenoeg gelijke slingertijden in
twee loodrecht op elkaar staande richtingen zou vertoonen. De kleine
bewegingen van het zwaartepunt van een ecardanisch opgehangen
slinger aan het oppervlak der aarde zijn het geschikst om die ge-
stoorde bewegingen proefondervindelijk na te gaan.

Daar ik met het 1¢ Stuk van het Wiskundig gedeelte mij echter
tevens ten doel stelde toepassingen van de methode van HaMminron-
JacoB1 op vraagstukken der mechanica te leveren en met behulp daar-
van ook andere storingen bij mijn slinger in het 2¢ Stuk te onderzoeken,
is voor de afleiding van de formulen, die wij hier noodig hebben,
niet de meest clementaire vorm gekozen. In Hoofdstuk I van dit
gedeelte worden die uitkomsten zoo eenvoudig mogelijk afgeleid, zoo-
dat het proefondervindelijk onderzoek in hoofdtrekken ten minste ge-
makkelijk is te volgen.

De overeenstemming van de beweging van den cardanischen slin-
ger met deze theorie levert een nieuw bewijs voor de draaiing der
aarde in denzelfden zin als de proeven van REICH over den vrijen
val, de gyroscoopbewegingen en de slingerproeven van Foucaurt en
Bravais dit zijn. De beste toetssteen voor deze overeenstemming is
de berekening van de ons nauwkeurig bekende draaiingssnelheid der
aarde uit de waargenomen verschijnselen, zooals wij die in § 4 van
Hoofdstuk I uiteen zullen zetten. In §§1...5 van Hoofdstuk IT

15%
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zullen wij beschrijven hoe de toestel en de proeven het doelmatigst
worden ingericht (zie ook Hoofdst. IIT § 8) om eene nauwkeurigheid
te bereiken, die bij die der proeven van FoucAuLr niet achterstaat.

Het was door toevallige storingen (zie Hoofdstuk IIT § 1) moeilijk
experimenteel eene wet te ontdekken in de regelmatige afwijkingen
van theorie en waarneming, die bij mijne proeven voorkwamen en
aanvankelijk in sommige bizondere gevallen de verschijnselen geheel
onbegrijpelijk maakten.

Deze afwijkingen leidden tot tweeerlei theoretische ontwikkelingen
die het onderwerp van het 2¢ Stuk uitmaakten. In § 3 en § 4 van
Hoofdstuk I werd daar de invloed van de afwijkingen van den slin-
ger van de eenvoudigste onderstellingen over zijne inrichting onder-
zocht en zeer onwezentlifk bevonden. In §5 werd de invloed van
de wrijving, waarin de voornaamste oorzaak der afwijkingen van
theorie en waarneming gezocht moet worden, volgens de wetten, die
de proefneming aan de hand deed, berekend. Voor dit gedeelte
ligt de kern van het 2¢ Stuk in de discussie (Hoofdstuk II)
der afwijkingen, die bij het doen van de nieuwe slingerproef voor-
komen kunnen en op zich zelf tot eene opmerkelijke groep van ver-
schijnselen aanleiding geven; terwijl het ons tevens leert, welke ver-
beteringen in de waarnemingen moeten worden aangebracht om ze
tot het eenvoudige theoretische geval terug te brengen, en hoe men
de belangrijkste afwijkingen eenvoudig elimineeren kan,



HOOFDSTUK L

ELEMENTAIRE AFLEIDING DER BEWEGINGSVERSCHIJNSELEN, DIE
AAN DE NIEUWE BEWIJZEN VOOR DE ASWENTELING DER
AARDE TEN GRONDSLAG LIGGEN.

§ 1.

Wanneer een stoffelijk punt bij zijne beweging in een bepaald plat
vlak moet blijven, en het naar elk der rechthoekige codrdinatenassen
van een coordinatenstelsel der x, en y, aangetrokken wordt door
eene kracht evenredig aan den afstand tot elk der coordinatenassen,
zijn de krachtontbondenen volgens dezelfde assen

X, =—pa,, Yi=—¢*y:iy e e oo ()
waar p? en ¢3 positieve standvastigen zijn, en de differentiaalvergelij-
kingen voor de beweging

drw, diy
ri =-r'w, dt"' ==¢y5 ... ... ()

als de massa van het punt =1 wordt aangenomen.
Daar hierbij de integraalvergelijkingen

v, =p, Sin(pt—nr,), y,=p,Sin(gt—"ry), . ... (3)

die ieder op zich zelf eene harmonische slingering voorstellen, be-
hooren, is de beweging van het punt in ’t algemeen samengesteld
uit twee enkelvoudige slingeringen in loodrecht op elkaar staande
richtingen. De amplituden dier slingeringen zijn g, en x,, de slin-
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2
gertijden Zen 2;”—; 7, en 7, bepalen de phase van de beide slin-
P
geringen bij £ = 0. In plaats van deze twee vergelijkingen kun-
nen wij ook, stellende

ty, =pt—m,, To=1(4q pit+s,~7,,
T, =, Sinty, y,=up, Yin{ty+7Ty);
of eindelijk ook met A, =, CosTy en A, =, inT,
xT, =, Sint,, Yi=A, Sinty + 2, Costy . . .. (4)
schrijven.

Wanneer p en ¢ zeer weinig verschillen zal (p - ¢)¢ eene grootheid
zijn, die bij het aangroeien van den tijd veel langzamer verandert
dan p¢, en zal men in eerste benadering de verandering van z, en
¥ gedurende eene slingering vinden door 7'; als standvastig te be-
schouwen. De beweging van het punt wijkt dus gedurende eene
slingering slechts onmerkbaar af van eene ellips, wier vergelijking,

g1yt EANE =00 w Ty = A,
men vindt door #; uit de vergelijkingen (4) te elimineeren. Deze
ellips verandert langzaam maar blijft steeds rakende aan denzelfden
rechthoek met aan de codrdinatenassen evenwijdige zijden. Het punt
doorloopt dus bij zijne beweging de figuren van Lissasous voor na-
genoeg gelijke slingertijden in twee richtingen loodrecht op elkaar.

Wanneer nu de codrdinatenassen ten opzichte waarvan de krachten
X,, ¥, genomen zijn, niet vast zijn, maar met de hoeksnelheid 5
om eene door den oorsprong der codrdinaten gaande as draaien in

den zin, die bij eene draaiing ) de 4 x,-as in den vroegeren stand

der y,-as zou brengen, zoo worden de vergelijkingen der betrekke-
lijke beweging ten opzichte van de bewegende codrdinatenassen an-
dere, die men als volgt vindt.

Noemt men de codrdinaten van een punt ten opzichte van het
x; y,-stelsel in zijne ligging bij £ =0 =z, en y,, zoo staan de
codrdinaten van het zelfde punt ten opzichte van de bewegende codr-
dinatenassen tot hen in het volgende verband.

xy =ux,008yt+y, Sinyt,
=& A TR 6)
Yi=yo Cosyt—z, Sinyt.
Voert men in de uitdrukking van het beginsel van D’ALEMBERT

e a
R LN _d-t{l 3y, = X357, + ¥y 39,,
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waar de virtueele verplaatsingen door 3 en de krachtontbondenen ten
opzichte van het z,, y,-stelsel door X,, ¥, aangeduid zijn, de cobr-
dinaten «;, y; in; en let men er op, dat rechts voor de uitdruk-
king van de virtueele arbeid terstond de uitdrukking van dezelfde
grootheid in de #;, y;-codrdinaten, nl.

X3z, 4+ F; 3y
geschreven kan worden, zoo vindt men

d'z; dy; dz; dy: .
zt bt v kay (e~ Ghed) =
=—p*x,0x,;—¢%y:dy; + enz;
waar onder enz. grootheden begrepen zijn, die de tweede macht van
7 bevatten, en die dus weggelaten mogen worden wanneer wij, zoo-
als wij van nu af zullen doen, ¢ oneindig klein onderstellen.
Wegens de onafhankelijkheid van 3#; en 3y; worden dus de dif-
ferentiaalvergelijkingen voor de beweging van het punt ten opzichte
van de draaiende assen

d*z, _ a2 4y,
it d 42y oo

2y ie, | . (7)
a0 — 1 Y=y 57
De integralen van deze vergelijkingen hebben den vorm
x, = alos(mi+)y), Yy, =0b8in(mt4yp), . .... (8)

b
wanneer ¢ en p willekeurige standvastigen, m en " passend ge-
kozen zijn. Volgens de substitutie in (7) moet nl.
a(p?—=m?)—2ymb =0,
b(g* =m*)=2yma =0,

dus 5 . \ )
_p—mt__ cym
;— 27m _q,—_mz’ .......... (9)
(pr—m?) (g —m?)—4y*m? =0, ...... (10)
zijn.

Duiden wij beide wortels van (10), wier quadraatwortels wij op
hunne beurt steeds positief nemen mogen, met m,* en m,?, en
door a,, a,, 7y, 7, vier willekeurige standvastigen aan, zoo is
volgens de theorie der simultane lineaire differentiaalvergelijkingen de
algemeene integraal van (7)
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2, =a,Cos(m,t+7v,)+a, Cos(m,t+'r,),} . ()
Y =0b,Sn(m,t+v)+0,8n(m,t+7,),
waar b, en b, uit (9) gevormd zijn, door voor & en m de eene maal
@, en m, en de andere maal @, en m, te nemen. Wij zullen nu
de vergelijking (10) oplossen, daarbij stellende, dat p—g¢ en ¢ on-
eindig klein zijn.
mt—(p*+g* +4y")nt* =—p*¢*,

4
ST i + tay? =+ Vit +492) —p' gt

Daar ¢ en p—g oneindig klein zijn tegenover » en p, kan men
in ’t eerste lid (p—g)® en »? tegen m? en p? verwaarloozen. Dus

¢F=(-(-9)=p"—2p0-9,
w =t tp(p—g) =£ 4V @+ @V~ e+ 8 (P + ) + 167
De grootheid onder ’t wortelteeken is van de tweede orde oneindig
klein, dus kan men y*(p*—g?), ¥*, (»—¢)* verwaarloozen en wordt

mt=p=—p(p-9) £ V@—0)r* +4r* "
Stellen wij nu

waarbij wij  steeds tusschen 0 en 180° zullen kiezen, zoo wordt
m?—p? = 3yp {— Cotg y + Cosec ¥}

en omdat het tweede lid oneindig klein is,

Cosy—1
my=p—y (———d'—— ) =ptyIyid
Sin @13)
Cosy +1 . ,
my=—p-—y (—-—&—’;T) =p—ylolg } V.
Verder volgens (9)
b, __p-m?_ _p I
a,~ 2ym; —  m, Tgrd=—-Tyid,
omdat p en m, slechts oneindig weinig verschillen,
b 2ypColg L
Evenzo bk R & Akl B ke 1y,
nzoo @, 27”@, Coty-’-\’/
by _ a,
Dus ook ——==Tpid .. ... (14)
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. b
Bij de berekening van - mag men grootheden van de eerste orde

verwaarloozen, daar zij slechts met periodische grootheden vermenig-
vuldigd voorkomen.
Nu zullen wij de vergelijkingen (11) een voor de discussie meer
geschikten vorm geven. Men heeft nl.
2, =a,Cos(m t+7,)}ta,Cos(m,t++,)=
= I(a, +a,)(Cos(m t+7,)+ Cos(m,t++,))+
+ 3@, —a,)(Cos(m, t+7,)— Cos(m,t+7,)),

en
(2, +a,)(Cos(m, t+7,)+ Cosm, (t +7,)) =
= (a; +a,) Cos(D+3)Cos T,
wanneer
My —my __m.tm, T+,
D= ) ¢, T= 3 t+ 3 ,)
.. (15)
T, =Ty
b= 2

is. De integraalvergelijkingen (11) kan men dus schrijven
x, = (a,+a,)Cos(D+3)CosT+ (ay—a,)Sin(D+3)SinT,
Yi = (by--0,)Sin(D+3)CosT+ (b, +b,)Cos(D +3)8inT.
Volgens (13) en (15) is

Y

T, 4T
—— — (p—o Cotg Ty
D = Sin\llt’ T={(p—yColgd)t+ g an

Daar D slechts oneindig weinig ten opzichte van de aangroeiing
van T verandert, kan men deze gedurende eene slingering als stand-
vastig beschouwen en dus de beweging als in eene ellips met ver-
anderlijke elementen plaats vindende beschouwen. Noem nu

(@) +@;) Cos(D+3) = A, (a,——a,)Sin’])-]—S):p,} 18)
(6,—5,)Sin (D +3) = A, (b, +8,)Cos(D +3) = u,
dan wordt de vergelijking voor de slingeringsellips op een bepaald
oogenblik door eliminatie uit
2, =ACosT4puSinT, |

gi=NCosTHwSnT, | " ° " (19
verkregen; wij schrijven er voor
Az,*+By *4+Cx,y, =D, . . ....... (20)

waar
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Ad=N" 4t =86,24+8,2420,b,Cos2(D +3),
B=A4pu*=a,*+a;*+2a,a, Cos2(D+3), (21)
=—uu +Ar)=—2(b,a,—b,a,)8in2(D +3).

Voert men hier nu den hoek ¢ en verder ¢ in, bepaald door

ay
zoo komt

d=ua,a,{Tgfdcotg i+ TgleCotgly—-2cos2(D +3)},
B=ua,a, {Cotg 44 Cotg & + Ty} ' Ty L ¥+ 2 Cos2(D +3)},} (23)
C=-2a,a,(Ty L+ ¥+ Cotg } ) Sin 2 (D +3).
Wij hebben eene ellips
Az;*+By,*+Czx,y, =D,

bij formule (98) van het 1°Stuk vergeleken met eene andere, wier as
in den zin naar de y ;-as toe X van de x,-as afwijkt en wier vergelijking
ten opzichte van de richting » der groote (2a) en £ der kleine (23) as

@’ Er 48y =q’ b2
is, en kunnen daarheen verwijzen, wat betreft het bewijs van

A__Sin'X Cos’X.E Cos? X Sin’X. C __ SinX(CosX

DT 2t "D 6 s tep = a0
Deze geven
B—-4 c
—_— C — e, T Y o« . 2
Y €032 % Cos2 X, rY: Cos2  Sin2 X, (25)
wanneer men x bepaalt door
b
—=Tgx en 0y <90% ... ....... (26)

a

deze hoek, wiens tangens de verhouding van de kleine as tot de
groote in de ellips op het tijdstip ¢ bepaalt, zullen wij den verhou-
dingshoek noemen.
De vergelijkingen, die vorm en ligging van de baan bij ¢ bepalen,
zijn dus
Cos2 x Cos 2 X = Cosy Cose' + Sin Sine' Cos2(D + 3),} (27)
Cos 2 x Sin2 X == Sine' Sin2(D + 3).

De zin van de beweging in de oogenblikkelijke baan is overeenkom-
stig fig. (1) PL. I in den zin van de «; -as naar de y ;-as positief of nega-
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tief al naarmate het teeken van ;t_ (‘Z—Z), of w.h.i. van &; %Ef -9 %

positief of negatief is.
Nu is volgens (19)

dyl_ d‘tt A — A
Titgr Vi g T TAE

en volgens (18)
A =Np=a b ta,b,+(a,0,4+b,a,)C0s2(D+43) =
eindelijk volgens (14) en (22)
=X u=a, {=Ty JU1-Tp* $)+(1=Ty* $ )Ty %s'cosz(mrs)}:

_ —Cos& Siny + Sine' Cosxla0082(l)+§)
- 2 Cos* L §Sin?) ¢

De zin van de beweging in de baan, dien wij kortheidshalve het
teeken van de baan zullen noemen, in den zin van de y,-as naar de
2,-a8 positief genomen, aanduidende door [4]" of [—]-, of, beide
gevallen samenvattende, door [4-]", wordt bepaald door de verge-
lijking

A = (os&' Siny— CosSine’ Cos2(D 4 3) =[+]" VA4 . (28)

De vergelijkingen (27) en (28) stellen de vormverandering van de
baan van het punt in ’tverloop van tijd voor. Zij zijn identisch
met (120) en (121) van ’t 1* Stuk, en hunne discussie is in het 1¢
Stuk reeds in den eenvoudigsten vorm gebracht. Wij kunnen dus
verder volstaan met te verwijzen naar n”. 19, 20 en n° 82 tot
n°. 31 van het 1¢ Stuk, die zich hierbij terstond aansluiten.

§ 2. De bewegingsverschijnselen van onzen slinger teruggebracht
tot die van de vorige §.

Laat men het in de vorige § beschouwde vlak, waarin het bewe-
gende punt blijven moet, in willekeurige richting maar evenwijdig
aan zich zelf en met standvastige snelheid verschuiven, zoo blijven
daarbij de versnellingen van het punt ten opzichte van de bewe-
gende coordinatenassen onveranderd. Neemt men vervolgens in plaats
van de eenparige verschuiving eene veranderlijke, zoo kan men bij
het nagsan van de betrekkelijke beweging van het punt ten opzichte
van de bewegende codrdinatenassen van die verandering afzien, mits
men aan het punt de tegengestelde ontbondene van de versnelling, die
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in het vlak zelve valt, medegedecld denkt. Deze versnelling kan
men {oeschrijven aan eene denkbeeldige nevenkracht, die dus onaf-
hankelijk van de plaats en de snelheid van het punt in het vlak is.
En wanneer men zich eindelijk voorstelt, dat het vlak tevens draait
om eene as gaande door den oorsprong en liggende in het vlak zelf,
zoo zal men ook van deze beweging af mogen zien, wanneer men
nog eene versnelling — die der centrifugaalkracht om deze as —
aan het punt medegedeeld denkt, welke alleen afhangt van den af-
stand van het punt tot deze as. Zoo zijn wij opgeklommen tot de
meest algemeene mogelijke beweging van het vlak, en zien wij, dat
de betrekkelijke beweging van ons punt ten opzichte van de codrdi-
natenassen in het vlak behalve door de versnellingen

+ 29 {df’ die men volgens (7) van §1 bij X;,

en —2¢ —~t, die men bij ¥;

dt
voegen moet, en die van cene zeer kleine draniingssnelheid van het
vlak om zijne normaal atkomstig zijn, uitsluitend bepaald wordt door
krachten of versnellingen, die van den betrekkelijken bewegingstoe-
stand van het punt onafhankelijk zijn.

Een voorbeeld van zulk eene beweging van een vlak is die van
het horizontale vlak, dat men door het zwaartepunt van een aan het
aardoppervlak cardanisch opgehangen slinger leggen kan, wanneer
deze zich in rust bevindt; dan is ¢ de ontbondene van de draaiings-
snelheid der aarde volgens de verticaal van het ophangpunt. Bij on-
eindig kleine bewegingen van den slinger verwijdert het zwaartepunt
zich slechts ten bedrage van eene oneindig kleine grootheid van de
tweede orde uit dit vlak; en kan men dus zonder merkbare fout
zeggen, dat het zwaartepunt bij zijne verplaatsing in dit vlak blijft.
Wij nemen verder aan, dat de messen in den evenwichtsstand hori-
zontaal zijn, dat zij samenvallen met de assen van de in ’t algemeen
verschillende hoofdtraagheidsmomenten van den slinger voor het op-
hangpunt en beschouwen hunne projectién op het genoemde vlak als
#;, y;-assen, zoodat de evenwichtsstand van het zwaartepunt in den
oorsprong van het x;, y,-stelsel ligt. — Let men dan alleen op de
krachten, die van de ligging van het zwaartepunt afhangen (de
zwaartekracht), zoo zou het ten opzichte van deze assen volgens de
vergelijkingen (2) bewegen. Neemt men echter ook de krachten ten
gevolge van de draaiing van het vlak met de aarde om de verticaal
in aanmerking, en beschouwt men daarbij in eerste benadering den

dr;
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slinger als een enkelvoudige, waarvan de massa geheel in het zwaarte-
punt samengetrokken is, zoo ziet men, dat de beweging van het
zwaartepunt door de vergelijkingen (7) bepaald wordt.

Eene meer nauwkeurige beschouwing van den invloed van voim en
inrichting van den gebruikten slinger is in het tweede Stuk van het
wiskundig gedeelte bevat. Er blijkt voornamelijk uit, dat de rich-
ting der @;, y;-assen op welke de vergelijking (7) Dbetrekking heeft
in ’t algemeen niet die der messen is, maar hiermede een hoek ¥,
maakt, wiens waarde daar evenals p —¢ berekend (zie de uitkomst op
pag. 153 en 2¢ Stuk IV [2]) maar hier proefondervindelijk bepaald wordt;
verder, dat in de verschijnselen ten opzichte van deze assen z;, y;
uit (7) volgende voor y niet de ontbondene van de draaiingssnelheid
der aarde volgens de verticaal van het ophangpunt, (@,, in het 2¢
Stuk, ¢, in het 1¢ Stuk), maar de weinig daarvan afwijkende

_9P-R_. __9P-R

V=g 8=y e

genomen moet worden, waar P het traagheidsmoment van den slin-
ger om een der messen en R het traagheidsmoment om de verbin-
dingslijn van zwaartepunt en ophangpunt is.

Wij kunnen volstaan met verder wat betreft het gebruik, dat men
van deze verschijnselen maken kan om de aswenteling der aarde te
bewijzen, te verwijzen op n°. 38 —n° 42 van het 1¢ Stuk, die
hierbij onmiddelijk aansluilen.

Wij willen hier echter nog aan n° 16, 33, 35 en 38 van het 1¢
Stuk de gevolgtrekking ontleenen, dat een samengestelde slinger,
hetzij vrij om een punt bewegelijk of cardanisch aan een messenpaar
opgehangen, wannecr hij niet nagenoeg een omwentelingslichaam om
de verbindingslijn van zwaartepunt en ophangpunt is en er dus tusschen
de traagheidsmomenten om assen loodrecht op deze verbindingslijn
een eindig verschil bestaat, dezelfde figuren van Lissajous (voor
andere verhoudingen dan 1:1) beschrijft als wanneer de aarde in
rust was, en dus (in de richting van hunne symmetrieassen) in vlakke
slingeringen kan worden gebracht, zonder dat het slingervlak
met de aarde meedraait, of de slingeringen merkbaar van vlakke
slingeringen gaan verschillen.
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HOOFDSTUK IL

BESCIIRIJVING VAN DEN TOESTEL.

§ 1. De slinger.

PL II en IIT stellen de gekozen inrichting van den toestel voor. De
slinger is (Pl III, fig. I) aan een messenpaar in eene kast, %, opgehangen,
die uit een kegelmantel van aan elkaar geklonken en gesoldeerde stort-
platen bestaat en met de as verticaal onwrikbaar op een vasten grond-
slag geplaatst (of aan een muur vrij van trillingen, bevestigd) wordt.
Den boven- en benedenrand van den mantel vormen daaraan gesol-
deerde en vlak afgeslepen koperen ringen 7, /. Op den bovenste
kan men eene glazen klok met geslepen rand plaatsen en tegen den
benedenste eene, eveneens vlak geslepen, koperen plaat aanklemmen.
Twee zijdelingsche openingen of venstertjes, o, die voor de waar-
neming van de bewegingen van den slinger in de kast vereischt
worden, kunnen op dergelijke wijze met spiegelglas platen gesloten
worden. Wenscht men boven den slinger eene luchtledige ruimte
van grooteren diameter dan die van den bovensten kraag van de kast
te houden, zoo maakt men gebruik van een stevigen ijzeren ring, e,
die met een geslepen rand op den kraag past en om beter weerstand
aan de luchtdrukking te kunnen bieden, naar beneden iets gewelfd is;
op den vlak geslepen buitensten rand, a, daarvan kan dan een grootere
glazen klok worden geplaatst. Is de kast op de beschreven wijze
gesloten, zoo kan men haar door de kraan ¢ met de luchtpomp
verbinden en luchtledig maken. Eerst willen wij echter den toestel
zonder klok en platen — dus ongesloten — beschouwen en de
wijze van ophangen van den slinger beschrijven, waarbij vooral naar
eene zoo groot mogelijke overeenstemming met de grondslagen der
berekeningen gestreefd werd. In eene uitdieping & (zie fig. I van
Pl III), die langs de geheele binnenzijde van den bovensten kraag van
de kast loopt, legt men eene daarin passende stevige cirkelvormige
plaat, ¢, op welke het eerste mes, s,, met schroeven zoo be-
vestigd is, dat de scherpe kant naar boven gekeerd en met het
bovenvlak van de plaat evenwijdig is. Terwijl eene zijdelingsche
verplaatsing van de plaat onmogelijk is, kan men door haar in haar
eigen vlak te drasien het mes in een willekeurig azimuth stellen.
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Mocht, nadat het mes in het gekozen azimuth gebracht is, de plaat
niet zuiver horizontaal zijn, zoo kan men dit verhelpen met de schroef-
jes £ Op dit mes legt men den drager van den slinger, ¢, die
uit twee dikke, op elkaar vlak geslepen en aan elkaar geschroefde
platen bestaat. Uit elk van beiden is in de richting van een dia-
meter en aan beide zijden van den omtrek af tot dicht aan het mid-
delpunt toe een streep weggenomen; wanneer de platen zoo op elkaar
geschroefd zijn, dat de spleten loodrecht op elkaar staan, vertoont
elke zijde dus uitdiepingen, g, eng,, wier bodem door de andere plaat
gevormd wordt. Laten wij een oogenblik aannemen, dat de twee
spleten in eene plaat in elkaar liepen en dus ook het stuk, dat in
het midden van die plaat is overgebleven, weggenomen was. Men
kan zich dan voorstellen, dat de drager met den bodem van de
naar beneden gekeerde spleet op het mes rust en om de scherpe
kant er van slingert zonder, zoolang de amplitude zijner slingeringen
eene zekere grootte niet overschrijdt, tegen het mes aan te stooten.
In werkelijkheid loopen de samenhoorende spleten niet in elkaar. In
bet midden van elke plaat is om den drager een vasteren samen-
hang te geven een stuk, %, blijven staan en overeenkomstig hier-
mede moest, om die beweging mogelijk te maken, uit het midden
van het mes een stuk worden weggevijld. Men kan die beweging
verhinderen door de schroefjes, 7, uit de vaste plaat op te schroe-
ven; want dan worden de met zeemleer bekleede veeren, m, tegen
den drager gedrukt. Stellen wij deze voorloopig zoo, dat de drager
in zijne beweging verhinderd wordt, maar toch nog op het mes rust
en wel zoo, dat de bodem van de naar boven gekeerde spleet g,
nagenoeg horizontaal is. Hierop plaatst men, loodrecht op het eerste
mes, het tweede, s,, dat met de slingerstang, #, zooals wij zullen
zien, onwrikbaar verbonden is, en hieraan den slingerbol, ¢, draagt.
De scherpe kant van dit mes moet loodrecht op de slingerstang zijn
en het midden in de meetkundige as daarvan vallen. Zooals uit het
eerste is ook uit dit mes zooveel weggevijld, dat het met de scherpe
kant op den bodem van de naar boven gekeerde spleten, g,, in
den drager geplaatst kan worden en dat dan niet al te groote bewe-
gingen van den slinger om die scherpe kant als as mogelijk zijn.
Beschouwen wij den eigentlijken slinger en zijne verbinding met het
bovenste mes nog eenigzins nauwkeuriger. In een looden bol, g¢,
van 15 kilo is in de richting van een diameter een doorboring ge-
maakt, waarvan de wijdte aan beide zijden van het middelpunt ver-
schilt, De bol wordt met wrijving op ecene stevige koperen buis
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geschoven en rust nagenoeg ter hoogte van zijn middelpunt op eene
verdikking, #, van het benedeneinde van deze slingerstang. Het
boveneinde van den laatste draagt eerst eene dwarsschijf, », loodrecht
op zijne richting. Vier staafjes, p, die uit den rand daarvan even-
wijdig met de slingerstang opstijgen, kan men van onderen op door
de openingen, w, in de vaste plaat steken en daarna met hunne
boveneinden in de daartoe bestemde openingen van eene tweede cir-
kelvormige schijf, z, bevestigen, die aan de onderkant op het tweede,
met de scherpe kant naar beneden gerichte, mes steunt.

Plaatst men dit mes op den bodem van de naar boven gekeerde
gleuven in den drager zoo is de slinger opgehangen. In de cirkel-
vormige plaat, 2, zijn naast het tweede mes weer schroefjes, 7,, en vee-
ren, m,, aangebracht, die, tegen den drager gedrukt, de beweging
van den slinger om het tweede mes verhinderen.

Heeft men ze echter opgeschroefd en dus buiten werking gesteld,
zoo kan de slinger om het tweede mes, s,, als as draaien; zijn ook
de benedenste remschroefjes buiten werking gesteld, zoo kan de
drager met het eigenlijke slingerlichaam buitendien nog om het eer-
ste mes als as slingeren. Wanneer men nu aan deze beide bewe-
gingen verschillende amplituden en phasen geeft, kan men elke wil-
lekeurige elliptische of cirkelvormige slingering uit beide samen-
stellen.

Heeft men den slinger in vrijheid aan zich zelf overgelaten, zoo
kan men gemakkelijk zien of de middelpunten van den boven
en benedenring van de kast in dezelfde verticale lijn liggen, door
onder aan den slinger een oogenblik een schietlood op te hangen.
Dat aan die voorwaarde voldaan is, is voor het volgende (§ 2 en § 4)
van belang.

De messen en den drager liet ik eerst van glashard staal ver-
vaardigen; later gebruikte ik messen van agaat en een koperen
drager waarin agaatpannen zoo bevestigd waren, dat hun oppervlak
met dat van elk der platen van den drager nauwkeurig samenviel,

Dat beide draaiingsassen van den slinger in eenzelfde vlak liggen
blijkt terstond uit de inrichting van den drager; dit vlak is hori-
zontaal wanneer de benedenste plaat, ¢, goed gesteld en het tweede
mes, als gezegd is, loodrecht op de slingerstang staat. Om einde-
lijk de messen gemakkelijk Joodrecht op elkaar te stellen, is op den
rand van den drager bij elke gleuf een merkteeken gemaakt; bij het
stellen van den toestel moet men dan met behulp van eene loupe
daarvoor zorgen, dat de einden van de messen juist met deze mer-
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ken samenvallen. Om de messen niet door het verschuiven over de
pannen te beschadigen moet men den druk van het gewicht van den
slinger op de messen opheffen door tegenwichten; daartoe is het het
gemakkelijkst eene katrol boven den slinger aan te brengen.

Wanneer men dan na het stellen het azimuth van de slingeringen
om elk der messen afzonderlijk bepaalt, kan men zien of werkelijk
de messen loodrecht op elkaar staan, en zoo noodig den stand nog
wijzigen.

§ 2. Waarneming der slingeringen.

Wij zullen nu beschrijven hoe men de kleine bewegingen van den
slinger met eene nauwkeurigheid, die van zjne lengte onafhankelijk
is, waarnemen kan. Tot dit doel richt ik den doelmatig vergrooten-
den kijker (PL II en III) van een voor het bovenste venster van de kast
geplaatsten kathetometer, B, op het beeld, dat een prisma, ¢, bin-
nen de kast door totale reflexie van een paar kruisdraden levert, die
met den slinger medebewegen. De kruisdraden zijn op een ring
gespannen, en met een gebogen draad zoo onder aan den slinger
bevestigd, dat hun vlak nagenoeg horizontaal is en hun kruispunt
in de verlenging van de slingerstang valt. Onder den slinger en
boven het dradennet is het rechthoekige gelijkbeenige prisma, v, zoo
geplaatst, dat zijn hypothenusa viak eene helling van 45° met den
horizon maakt, en zijn voorvlak loodrecht op de horizontale as van
den kijker staat. De kruisdraden worden van onderen scherp ver-
licht door eene lamp, ¢, voor het benedenvenster van de kast en een
soortgelijk prisma, 8, hetwelk men op dergelijke wijze er onder plaatst.
Hun beeld vertoont zich dan in den kijker als zwart kruis op hel-
deren grond. Het waarnemings- en verlichtingsprisma worden met een
bizonder statief op de plaat gesteld, die tot het luchtdicht slui-
ten van de benedenopening van de kast dient. Men kan de kruis-
draden, die door middel van een later te beschrijven scharnier met
den slinger verbonden zijn, aanvankelijk zoo stellen, dat het statief
met de prisma’s wanneer men het van onderen op in de kast brengt,
er niet tegen aanstoot; later brengt men ze dan op hunne plaats
tusschen de prisma’s, waar zij vrij met den slinger heen en weer
beweégen kununen. (Zie PL III, fig. 4.)

Wij beschouwen dit statief nog iets nauwkeuriger. Het bestaat
uit een zwaren ijzeren ring, x, waaraan onder een hoek van 45°
eene koperen plant, A, bevestigd is, die het hypothenusavlak van het
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verlichtingsprisma ondersteunt en een weinig daarboven weder met
een hoek van 135° omgebogen is. In eene cirkelvormige opening in
dit horizontale deel past een ring, waarop het waarnemingsprisma
vastgelijmd is. Dit kan dus nog gedraaid worden, maar alleen zoo,
dat zijn eene kathetenvlak steeds horizontaal en op dezelfde plaats
boven het verlichtingsprisma blijft. Het spiegelbeeld van een verwij-
derd voorwerp in het voorvlak stelt ons in staat te beoordeelen
of dit laatste loodrecht op de as van den kijker staat.

Daar het waarnemingsprisma met het benedenste kathetenvlak op
een ring rust zal men in den kijker het heldere veld cirkelvormig
begrensd zien. De grootte der prisma’s en van den diameter van
dezen ring moet men kiezen in overeenstemming met de grootste
amplituden, die men aan den slinger wil geven. Heeft men het
statief met de prisma’s in den stand, dien de vensters vorderen, op
de koperen sluitplaat geplaatst, zoo klemt men deze met behulp van
ijzerdraden, die aan drie nokken onder aan de kast bevestigd wor-
den, tegen den vooraf met een weinig vet en was bestreken beneden-
ring van de kast, Door de geopende venstertjes kan men met een
staafje het geheele statief nog over de plaat verschuiven of wel het
waarnemingsprisma draaien en zoo eene fout, die in de stelling der
prisma’s mocht overgebleven zijn, verhelpen. (Zie P1. III, fig. 1 en fig. 4.)

Wij kunnen nu de kruisdraden op hunne plaats tusschen de pris-
ma’s brengen en beschrijven daartoe eerst nauwkeuriger hoe zij met
den slinger verbonden zijn. Onder in de doorboring van den slin-
gerbol is in een kurk, v, het bovenste verticale deel van een gebo-
gen draad bevestigd, waarvan het benedenste deel verticaal langs het
statief met de prisma’s naar beneden loopt; door draaiing van den
draad in de kurk kan dit gedeelte rondom het statief heengevoerd
worden zonder bij de te gebruiken amplituden er tegen aan te stooten.
Ter hoogte van de vrije ruimte tusschen de prisma’s is op dezen
draad een stukje kurk, p, geschoven, dat aan een horizontaal dwars
staafje, ¢, den ring met de kruisdraden draagt; daardoor is eene
draaiing van de laatste om den draad als as mogelijk. Voor dat de
prisma’s op hun plaats gebracht zijn hebben wij het dradennet ter-
zijde gedraaid ; wij kunnen nu met een staafje door een van de ven-
sters het weer op zijne plants brengen. Bij goede stelling van het
statief en van de kruisdraden moet dan hun kruispunt liggen onder
het middelpunt van den ring, waarop het wasrnemingsprisma gelijmd
is. Is deze stelling verkregen zoo kan men ook de beide vensters
sluiten, de klok boven op de kast plaatsen en deze luchtledig pompen.
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Tot het afsluiten gebruikte ik een uit was en olie saamgesmolten, onder
roeren afgekoeld en ter dege gekneed homogeen mengsel van was en olie,
De verhouding der deelen wordt bepaald door de temperatuur, bij
welke men werkt, en door den eisch, dat het mengsel tusschen de
vingers zonder moeite gekneed moet kunnen worden. Op elken ring
werd een draad van dit mengsel geplakt, de klok of de platen er op
gedrukt, en wanneer bij het voortzetten van het pompen het mengsel
uit de naden te voorschijn trad, deze zorgvuldig dichtgesmeerd. Ik
verkreeg zoo eene voldoende sluiting.

Keeren wij nu terug tot de waarneming van de slingeringen. De
kijker is voorzien van een oculairmicrometer, &, die hier dient tot
het meten van de assen der slingeringsellips. Heeft men den kijker
gericht op de slingerkruisdraden in hun evenwichtsstand, zoo neemt
men het oculair # met toebehooren van den kijker af en bevestigt
het in eene buis, v, die in de holle as van een graadcirkel met een
arm, §, gedraaid worden kan. Een nonius aan den laatste stelt ons
in staat de draaiing van het oculair om de as van den graadcirkel
daarop af te lezen. Voorloopig willen wij aannemen, dat de assen
van het oculair en van den graadcirkel juist met elkaar en tevens
met het kruispunt der micrometerdraden samenvallen; dan is de ge-
meten draaiing die van het oculair om zijne as. (Zie P1. III, fig. 5 eu 6.)

De graadcirkel is aan een statief, x, zoo bevestigd, dat zijne as
willekeurig gesteld kan worden en wordt hiermede gewoonlijk bij
proeven over de polarisatie van het licht gebruikt. Tk plaatste het
oculair in dezen toestel gevat weder met de as in het verlengde van
de as van den kijker op zijne plaats achter den kijker, maar nu er
van gescheiden. Daar de kruisdraden van het oculair oorspronkelijk
ingesteld waren op het beeld van het slingerdradennet in zijn evenwichts-
stand, zal dit nu weder het geval zijn, en blijven beide kruispunten
samenvallen, hoe men het oculair met den arm ook draait. Wordt
dus de slinger in vlakke slingeringen gebracht, zoo beweegt het
beeld van het kruispunt der draden in eene rechte lijn, die door het
kruispunt der oculairdraden gaat, en men zal het oculair zoo kunnen
draaien, dat het eerste Lij zijne beweging juist over den vasten
draad van den micrometer verschuift. Het agimuth van de slinge-
ringen leest men dan op den graadeirkel af. Zijn de slingeringen
elliptisch zoo kan men evenzoo de vaste draad ven den micrometer
op de groote as instellen. Als beste kenmerk hiervoor dient, dat
het waargenomen kruispunt in zijne beweging over den dragd dezen
loodrecht snijdt en in de richting van den luatste den grootsten uitslag
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maakt. De nauwkeurigheid wordt geringer wanneer de excentrici-
teit der ellipsen afneemt. De methode, die in ’t volgende toegepast
werd, vordert echter slechts de bepaling van het aziwuth van vlakke
slingeringen. De nauwkeurigheid hiervan hangt wezenlijk af van de
duidelijke verlichting van het kruispunt en van den daardoor in
’t gezichtsveld doorloopen hoek. De vergrooting van den kijker moet
dus zoo gekozen worden, dat bij de grootste amplituden deze hoek
juist gelijk aan het gezichtsveld is.

§ 8. Verandering van traogheidsmoment en wrijving.

Twee deelen van het slingerlichaam moeten nog beschreven wor-
den. De methode, die in beginsel is aangegeven, vereischt voor hare
toepassing de verandering van de traagheidsmomenten van den slin-
ger. Daartoe draagt deze boven het messenpaar een cirkelvormig
tafeltje 4 (PL. III, fig. 1), waarop men gewichten B plaatsen kan. Buiten-
dien kan men aan den rand er van een plaatje D bevestigen, met
behulp van een loodrecht op het vlak er van gesoldeerden draad C
en een klemmetje. Het plaatje moet dan in den evenwichtstand van
den slinger, in het horizontale vlak der scherpe kanten van de mes-
sen vallen en kan in een glassje met olie, I, gedompeld worden,
dat men naast de messen onder de klok, @, plaatst. Is de slinger
in beweging gebracht, zoo slingert dit plaatje mee. Het draait
daarbij om eene as, die evenwijdig aan de momentaanas van de be-
weging van den slinger is en door het middelpunt van het plaatje
gaat. Buitendien heeft het eene slingerende translatiebeweging lood-
recht op zijn vlak, wier amplitude bepaald wordt door amplitude,
vorm en ligging van de slingerellips. Men kan den weerstand van
de vloeistof tegen de beweging van het plaatje ontbinden in de dem-
ping van de draaiings- en van de translatiebeweging. Beide zijn
nagenoeg evenredig met de snelheid der gedempte beweging. Voor
het verschil van de demping in verschillende richtingen, is de rotatie-
beweging van het weerstandsplaatje van geen invloed, zij heeft slechts
dezelfde, overigens zeer kleine, toename van het decrement voor tril-
lingen in elke richting ten gevolge. Anders is het met de translatie-
beweging gesteld. Want wanneer men de bewegingen van den slin-
ger in twee enkelvoudige en loodrecht op elkasr staande slinge-
ringen ontbindt, waarvan de eene aan het weerstandsplastje geen
translatiebeweging mededeelt; zoo is de amplitude der translatieslin-
geringen van -het weerstandsplaatje evenredig aan de amplitude, welke
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men alsdan aan de andere van die beide trillingen toe moet schrijven.
Dus wordt het decrement voor slingeringen in de richting van de
laatste om eene grootheid vermeerderd, die rechtevenredig is met het
oppervlak van het plaatje en met den afstand van het middelpunt
daarvan tot het ophangpunt van den slinger.

En wanneer men in een gegeven richting het decrement om eene
bepaalde grootheid wil vermeerderen, zal men in die richting het
middelpunt van het plaatje aan den rand van het tafeltje moeten
bevestigen en kan men het oppervlak berekenen, hetwelk men aan
het plaatje moet geven.

Y 4. Het in beweging brengen van den slinger.

Om den slinger, ook wanneer de kast gesloten en luchtledig ge-
pompt is, in slingeringen vanm willekeurige amplitude en azimuth of
wel in rust te brengen, is aan de binnenzijde van de sluitplaat, die
men onder tegen de kast aanklemt, een hefboomtoestel aangebracht,
die men van buiten af bewegen kan.

Om de inrichting caarvan te beschrijven willen wij het statief met
de prisma’s, dat op de sluitplaat staat, een oogenblik wegdenken
(PL IIT, fig. 7). Het is er om te doen, den slinger, die op eenigen
afstand boven de sluitplaat hangt, in een willekeurig vlak in slinge-
ring te brengen zonder dat de lucht in de kast treden kan. Daar-
toe neemt eene naar beneden wijder wordende conische doorboring
in het middelpunt van de sluitplaal eene ingeslepen holle as, @,
op, dic met een weinig vet luchtdicht er in sluit en aan het bene-
deneinde eveneens, zooals later beschreven zal worden, luchtdicht
gesloten is. 7ij draagt zijdelings aan haar einde, dat in de kast
uitkomt, de horizontale draaiingsas, z, van een hefboom, 4. Wan-
neer deze rust op het vlakke einde van de holle as, kan men den
slinger binnen de gewenschte grenzen elke willekeurige slingering
laten uitvoeren zonder dat hij tegen het naar boven gebogen einde
van dezen hefboom aanstoot. Maar wanneer men uit de opening
van de holle as, a, een staafje te voorschijn drukt, wordt hij opge-
heven, het omgebogen einde nadert als een vinger den slingerbol
ter hoogte van diens middelpunt en raakt dien aan zoodra men den
hefboom verder opheft. Drukt men nu het staafje nog verder uit
de opening te voorschijn zoo wordt de slinger ter zijde gedrukt en
heeft zijne afwijking plaats in het vlak van de beweging van den
hefboom, Laat men dan het staafje, s, plotseling door de opening
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o terngtrekken, zoo valt de hefboom door zijn eigen gewicht en de
bevrijde slinger kot in vlakke slingeringen. Men kan deze slinge-
ringen in elk willekeurig vlak laten plaats vinden, wanneer men
slechts voor dat het staafje s uit de opening te voorschijn gedrukt
wordt, het vlak van de beweging van den hefboom in het gekozen
aziuth stelt. Tot dit doel kan nién met behulp van een arm, 3,
de holle as 4 om hare meetkundige @s in de conische opening
draaien.

Wij gaan nu na, hoe men de slingeringen van den slinger in
het gekozen vlak eene willekeurige amplitude kan geven, of wat
hetzelfde is hoe men het staafje s, willekeurig uit de opening van
de holle as te voorschijn treden en plotseling terug vallen laten kan,
zonder dat de lucht toetreedt.

De doorboring van de holle as, z, is beneden cylindrisch, zij
eindigt echter naar boven in eene rechthoekige nauwe opening; over-
eenkomstig daarmede is ook het boveneinde van het staafje van
rechthoekige doorsnede; maar het benedeneinde is cylindrisch, zoodat
het in de cylindrische holte van & past. Verder naar beneden is
van dit cylindrische deel zooveel weggenomen, dat de dwarsche door-
snede slechts een segment, B, van de doorsnede van de doorboring
van o Dblijft. Dit segment heeft ten opzichte van & een vaste
ligging, omdat het boveneinde van het staafje in de rechthoekige
opening in & past. Een veertje f, trekt het staafje door de opes
ning terug, zoodra het niet van onderen op er door gedrukt wordt,
daarentegen verhindert een klein stiftje, m, dat het verder valt, dan
dat het boveneinde juist binnen de opening van & terugtreedt. Om
het cylindrisch deel in & op te schuiven en weer los te knnnen
laten eindigt de cylindrische doorboring van de holle as, o, weder
in eene naar beneden zich verwijdende conische, waarin een tweede,
beneden luchtdicht gesloten holleas, @,, juist zoo past, als de eerste,
w, in de vonische opening van de sluitplaat. De doorboring van
deze as eindigt naar boven weder in eene neuwere van rechthoekige
doorsnede. Door deze kan men een staafje opschroeven, dat bij
elken stand van de rechthoekige opening o, ten opzichte van de
holle us @ vrij voorbij het onderste (cylindersegment) deel van het
stanfje #, zou kunnen bewegen, wanneer niet het boveneinde er van
naar eené zijde verbreed (y) was, zoodat het daar den wand van de
holle a8 a4 bersikt. Is dit laatste staafje;, g, geheel nanr beneden
geschroefd, zoo kan men met behulp van den arm o de holle as
w, in de conische opening willekeurig draaien. Wij willen nu aan-
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nemen, dat men haar zoo gesteld heeft, dat de verbreeding van het
staafje tegen dezelfde zijde van den wand aanlegt, als het van den
cylinder s gespaarde segment, 8. Beweegt men dan g naar boven,
zoo stoot de verbreeding tegen dit deel, # beweegt in de hoogte en
het einde van den hefboom ¢al den slingerbol ter zijde drukken,
Heeft men nu de verlangde afwijking bereikt en draait men zonder
de ligging van g ten opzichte van & te wijzigen de holle as om
hare meetkundige as zoo beweegt de verbreeding van g onder den
segmenteylinder van s, (die dezelfde ligging behoudt) weg en zoo-
dra dit het geval is trekt het veertje f het staafje s terug en valt
de hefboom. Gedurende de drasiing van de holle as o, om hare
meetkundige as, dus terwijl de verbreeding van g onder s wegbe-
weegt, mag de stand van s zelf niet veranderen en het beneden-
vlak van ¢ en het bovenvlak van g moeten dus beide loodrecht op
de meetkundige as van & staan. Nu moeten wij nog aangeven hoe
men g willekeurig op en neerbewegen kan zonder dat daarbij lucht
in den toestel komen kan. De doorboring van de holle as a,, die
naar boven in eene nauwere van rechthoekige doorsnede overgaat, is
naar beneden weder conisch verwijd en daarin past als in de beide
vorige gevallen weder eene derde ingeslepen as, a,, waarvan de geo-
metrische as met die van a, en 4, samenvalt. De doorboring van
deze laatste vormt eene beneden gesloten lange schroefinoer, m, in de
richting van hare meetkundige as, waarin de schroef, die het bene-
deneinde van g vormt past. Wanneer men dus deze moer in de
eene of andere richting met behulp van den schroefkop %, in de co-
nische opening om hare as draait, beweegt de schroef overeenkom-
stig op en neer, daar haar einde in de rechthoekige opening o,
gevat is en zij dus niet om hare as kan draaien.

De conische assen worden alle met zachten druk in de conische
openingen bevestigd, met behulp van ringetjes en schroefjes, v, die
tevens voorkomen, dat de toestel uit elkaar valt. De sluiting was
volkomen bevredigend, zonder dat de beweging van de schroefmoer
en van de armen 4 en 4 de minste moeite kostte; dit moet in ’t bi-
zonder bij den arm & het geval ziju, want anders konden bij het
loslaten van den slinger schuddingen in den toestel worden opge-
wekt en zou men er dus niet zeker van zijn, dat de slingeringen
aanvankelijk volkomen vlak worden,

De stand van den arm & en het aantal omdrasiingen van den
schroefkop % stellen ons in staat den slinger nagenoeg eene bepaalde
gewenschte afwijking te geven; men ziet dan in den kijker of het
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doel bereikt is en wijzigt den stand van beiden zoolang tot dit het
geval is, Daarbij moet men steeds eerst het vlak van de hefboom-
beweging zuiver stellen, en voor men dit verandert steeds weer
den slinger in rust brengen en dan den hefboom verder vallen laten.
Anders stelt men zich aan het gevaar bloot door wrijving van den
hefboom over den slingerbol de messen over hun pannen te ver-
schuiven en daardoor zoowel deze te beschadigen als hun hoek te
wijzigen.

Tot nu toe hebben wij afgezien van het statief met de prisma’s.
De afmetingen hiervan zijn echter zoo gekozen en de hefboom zoo
gebogen, dat men aan den slinger in elk azimuth van 0° tot iets over
180° de gewenschte afwijking kan geven zonder tegen de eerste aan
te stooten. En dit is voldoende omdat afwijkingen in ’t azimuth a
zoowel als in ’t azimuth &< 180° slingeringen in hetzelfde vlak ten-
gevolge hebben.

§ 5. Inrichting en berekening der proeven.

(1] Wij zullen nu beschrijven, hoe men den slinger bewegingsver-
schijnselen van eene bepaalde klasse kan laten vertoonen. Daartoe
komt het er in de eerste plaats op aan voor den slinger de waarden
Pp en §’ te kennen.

Wij beginnen er dus mede, den slinger om het vaste mes alleen
te laten slingeren; en bepalen op den graadcirkel van het oculair de
aflezing M, die daarmede overeenkomt, dat de vaste draad van den
oculairmicrometer op deze slingering ingesteld is, of m.a.w. het
beeld van de slingerende kruisdraden in het gezichtsveld van den
kijker Dbij zijne beweging juist over dezen draad heen en weerglijdt.
Herinneren wij ons (§ 2 van dit Hoofdst.) verder, dat wij in den
kijker het beeld der kruisdraden in een boven hen geplaatsten spie-
gel waarnemen, en dus de beweging van de groote as der slinge-
ringsellipsen van rechts naar links op dezelfde wijze zien als iemand,
die met het hoofd omlaag en met de voeten naar boven uit de naar
beneden gerichte verticaal (de z,-as van ’t 2¢ Stuk) naar hun kruis-
punt ziet. Dan blijkt: dat men van de aflezingen M+ 90" of M- 90°
diegene als oorsprong van de telling van Jp moet nemen, welke in
de projectie van de (in ’t 2¢ Stuk als + z -as gekozen) verlenging
van het vaste mes valt, wanneer men zich voorstelt, dat de kijker
met oculair en graadcirkel zonder om zijn optische as te draaien
met deze verschoven, beneden de kruisdraden in de z,-as van ’t Q¢
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Stuk gebracht en op de kruisdraden gericht wordt. Is de verdee-
ling van den graadeirkel naar den waarnemer, als hij in den kijker
ziet, toegekeerd, dan moet men van uit het zoo bepaalde nulpunt de
hoeken in de richting tegengesteld aan de beweging van den uur-
wijzer positief tellen. Verder moet men aan eene slingeringsellips
het positieve teeken toekennen, wanneer men het beeld der kruis-
draden in den kijker zijne baan in den zin van den uurwijzer ziet
doorloopen.

Men geve nu aan de bewegingen van den slinger om beide mes-
sen weer volkomen vrijheid en brenge hem met behulp van de in § 4
beschreven inrichting in een willekeurig azimuth A (van uit het ge-
vonden nulpunt geteld) in vlakke slingeringen. In ’t algemeen zullen
deze spoedig elliptisch worden. De aanvankelijke toename van het
azimuth van hunne groote as (zie n°. 23 van ’t 1¢ Stuk) heeft het tegen-
gestelde teeken van ¢ en bepaalt daardoor dat van deze laatste groot-
heid. Na een zekeren tijd (van 5’ tot 10’) bepaalt men de verhou-
ding van de kleine tot de groote as 7y x en het teeken [+£]; van
de ellips (zie § 3); brengt den slinger tot rust en herhaalt dezelfde
bepalingen tot oorspronkelijk azimuth 44 45° kiezende, die nu
Ty x4 azo €D [+ 450 leveren. Mocht in beide gevallen het teeken
der ellipsen het zelfde worden, dan herhale men nog eens dezelfde
bepalingen met 4 —45° als oorspronkelijk azimuth en laat dan in
de berekening Ty x, 50 en [£]; 4, in de plaats van Tgx,, 40
en [£]5 50 treden.

Uit (186) van ’t 1¢ Stuk volgt, dat bij oorspronkelijk rechtlijnige
slingeringen met het azimuth X,, die in ellipsen overgaan, en waar-
% positief is, en bij gegeven waarden van y, J' en —\762');:; 7
het teeken [+]" of [—]" van de ontstaande ellipsen alleen van dat
van Sin2 X, afhangt. Dit teeken verandert dus niet zoolang men
X, in hetzelfde quadrant tusschen de symmetrieassen kiest, maar
wel zoodra men met X, in een ander quadrant overgaat. Bij onzen
slinger moet X,, als azimuth van de oorspronkelijke slingering ten
opzichte van de symmetrieas der @,, gelijk 4 —Jp gesteld worden.
Daar X en # in den korten tijd, ¢, die telkens na het loslaten, x =0,
verloopt, voordat men yx bepaalt, slechts weinig veranderen; zal men

voor dus

x = (%) ¢ kunnen stellen en dus uit de bepalingen bij 4, xa,
0
en diegene van A+ 45° of 4—45°, x, 40, Waarbij de ellipsen te-
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gengesteld teeken krijgen als bij A, Jp kunnen berekenen; volgens
(136) van ’t 1¢ Stuk is namelijk

__(9x\ (%% .
xA-xA:i:s.'w—(jj't\)A-(Tﬂ)kfmz?ﬁ]z(d-%)-l.

7

‘dy .
omdat - (;ﬁ )A =[] ¥ Sin 2 X Cotg ¥,
dx
— A —— r N X "
(dt )A:!:iSo = [£]" ¥ 8in(2 X £ 90") Coty

en [4]" in ’t tweede geval het tegengestelde teeken van ’t eerste
geval voorstelt.

Wij vinden dus zoo in elk der beide gevallen voor ¢p vier bena-
derde waarden B, wier onderling verschil 90°, 180° en 270° be-
draagt, maar die, omdat B en B 4 180° het azimuth van dezelfde
lijn bepalen, neerkomen op twee waarden, die onderling 90° verschil-
len en beide, afgezien van het teeken kleiner dan 90° zijn. Even-
zoo levert de formule (27) en (27%*) van ’t 2¢ Stuk twee waarden van Jp,
die afgezien van het teeken kleiner dan 90° zijn en overeenkomen
met de groote en met de kleine as van de ellips (¢) (pg. 150); de
keuze tusschen deze twee hebben wij toen daardoor bepaald, dat ¢p
ven uit de projectie van het vaste mes (42’ zijde) naar de naastbij
gelegen as van de ellips (¢) genomen moet worden, en wij moeten
dus die waarde van B als J, nemen, welke afgezien van het teeken
de kleinste is.

Terwijl de eigenschap der symmetrieassen, van de grens aan te
geven tusschen het ontstaan van slingeringen met positief en ne-
gatief teeken uit oorspronkelijk rechtlijnige, ons eene eerste benade-
ring tot de waarde van Yp leverde, willen wij nu voor eene tweede
benadering gebruik maken van de eigenschap, dat zij den hoek tus-
schen de vlakke slingeringen bij het begin en bij het einde van eene
onderperiode middendoordeclen en de waarneming van deze onder-
periode tevens doen dienen, om bij benadering ' en IT te leeren
kennen. 'Wij kiezen die onderperiode zoo, dat zij de kleinste helft
van de geheele periode moet zijn. Dit is zeker het geval wanneer
wij den slinger loslaten in het azimuth

—_ AT oy Y
C=W+ ?10, (of\p,,+90+\/_;?10),

daar alsdan de groote as van de slingeringsellips aanvankelijk naar
de naastbijgelegen symmetrieas ¢p (respective $y5+ 90°) toe bewcegt.
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Wij bepalen het azimuth der vlakke slingeringen aan het begin en
bij het einde van deze onderperiode, het gemiddelde van beiden is
eene tweede benadering voor Jp (respective ;4 90°); het verschil
van beide geeft de waarde en C—yp het teeken van 2.X, behoo-
rende bij de aanvankelijke slingering, Het teeken van de ellipsen
die in deze onderperiode optreden is dat van Cos{ (respective tegen-
gesteld -aan dat van Cosy) en uit de maximumwaarde, welke de
verhouding van de kleine tot de groote as in haar verloop, en wel
bij het samenvallen met de {p (respective ¢p<+ 90°) as, bereikt,
kunnen wij {' berekenen.

[2] Deze berekening heeft voor dit doel een groot voordeel boven de
in n° 38 van ’t 1¢ Stuk aangegeven methoden ter bepaling van ¢/,
omdat wij anders de geheele tweede onderperiode ook nog zouden
moeten volgen.

Uit (182) van ’t 1¢ Stuk volgt bij zwevingen om de z,-as
Cose = Cos+-(¢—2x,) Cos2 X,,

wanneer x, de maximumwaarde van x gedurende de beschouwde
onderperiode is, terwijl 4+ voor de normale — voor de abnormale
onderperiode geldt. Hieruit volgt

1—Cos? X, Cos2 %,
8in2 x., Cos2X,

=Ty,

en ¢ kennende, vindt men J' > 0 uit
V=dt(e—22.)
Bij zwevingen om de y,-as heeft men daarentegen op de zelfde
wijze
14 Cos2 X,C082 %,
Sin 2 %, Cos & Xy

en V' =4(180—-:—2x,).

Behooren eindelijk de verschijnselen tot de klasse B. I zoo moet
men hierin als normale onderperiode, die verstaan, waarin de coore
dinatenas het naast bij de slingeringsrichting, onder abnormale, die,
waarbij de verst verwijderde codrdinatenas overschreden wordt.

Voor dat wij tot deze berekening overgaan vatten wij de waarne-
ming, die op de vorige bladzijden tusschen () gevolgd werd, met de
eerste tot een gemiddelde samen; daardoor worden volgens het 2¢
Stuk {Ifoofdst. II, § 8) de storingen tengevolge van de wrijving en
van de eindige amplituden geelimineerd.

=1Tye,
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Om nu IT uit deze gemiddelde waarneming te vinden, maken
wij gebruik van
Cos23 = Ty’ Colye,

welke men verkrijgt door toepassing van den regel van NEPER op
den aanvankelijk rechthoekigen driehoek van onze constructie (C).
Is 23 gevonden en noemt men den hoek, die er in ’t eerste kwa-
drant medeovereenkomt, 23,, zoo geeft de duur van de waargenomen
onderperiode

23,7 =T :1,

waardoor met ' tevens p—g¢ en 0’ bekend zijn.

Volgens de formulen op pg. 225 kunnen wij dan door gewichten
op het tafeltje te zetten tot eene willekeurige andere waarde van iy
en IT overgaan.

[8] Wij kunnen nu tot de proeven zelve overgaan. Daarbij eliminee-
ren wij den invloed van de eindige amplituden en van de wrijving recht
evenredig aan de snelheden volgens IT § 8 2¢ Stuk door twee proeven
met dezelfde aanvankelijke slingerwijdte, maar waarvan het begin-
azimuth 900 verschilt, te verrichten en hiervan het gemiddelde te
nemen, zooals dit op pg. 193 is aangegeven.

Bij mijn slinger was nu inderdaad de wrijving recht evenredig
aan de snelheden de voornaamste oorzaak van de afname der slin-
geringen. Zij moet verreweg voor het grootste deel op rekening van
de weerstand, die de messen bij de beweging op de pannen onder-
vinden worden gesteld. Dit blijkt uit de volgende berekening.

Den invloed van de lucht op de slingerende beweging van een
bol opgehangen aan een dunuen draad kan men volgens pg. 388
van KIRCHHOFF'S Vorlesungen dber Mechanik bepalen. Noemt men
T, den duur van een enkele slingering in ’t luchtledige in secunden,
R de straal van den slingerbol in centimeters, ' zijne dichtheid,
@ die van de omringende lucht en K de wrijvingscoéfficient van de
lucht in centimetermaat, zoo neemt de Neperiaansche logarithmus
van de slingerwijdte per secunde af ten bedrage van

, V7

'WRV2T,

bij mijn slinger was R = 6.81, &' (lood) == 11.35, K = 0,000175
(0. E. MEUER, Kinetische Theorie der Gase, p. 140), T, =1".10,

en = 0.00129 bij 0° en wanneer de spanning van de lucht 760~
is, Dus in dit laatste geval
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afname Brigg. log. per minuut.... 0.000436 in lucht van 760"",
en afname Brigg. log. per minuut.... 0.000138 in lucht van 767",

Beide grootheden zou men lettende op den slingerstang en op den
term met den coéfficient B, van O. E. MEWER’s Pendelbeobachtungen
(Pogg. Ann. Bd. 142) een weinig grooter vinden.

De werkelijk waargenomen veranderingen van dien logarithmus
per minuut waren bij slingeringen om elk der messen afzonderlijk:

(18 en 19 Oct 77) om het bovenste mes,

in lucht van 4% atm. in lucht van 1 atm.
Afname van de Br. log.
Amplitude.  der ampl. per minuut. Amplitade. Afname enz.
5.0-4.5 0.00138
4.5-3.0 118 4.0-2.2 0.00171
3.0-2.2 114 2.2-1.7 180
2.2-1.9 92
1.9-1.7 75
(20 en 21 Oct. 77) om het benedenmes,
5.0-3.6 0.00143
5.0-3.2 138 5.2-1.4 0.00184
3.6-2.5 131 1.4-0.7 152
4.5-0.8 126
0.8-0.7 113

De wrijving blijkt dus hoofdzakelijk aan de messen plaats te
vinden, zoodat ik wegens de langzame afname van den invloed der
lucht met de dichtheid ook nooit verder dan tot op !; atm. ver-
dunde. Dat zij niet zooals in ’t algemeen bij de beweging van
vaste lichamen ten opzichte van elkaar onafhankelijk van de snelheid
is behoeft ons niet te verwonderen wanneer wij letten op de geheel
verschillende omstandigheden bij de wrijving aan het mes waar slechts
eene scherpe kant met de pan, en de gewone gevallen, waar betrek-
kelijk groote oppervlakken der lichamen met elkaar in aanraking zijn.

De wrijving onafhankelijk van de snelheid (de rollende en slepende)
heeft volgens deze cijfers zeker slechts een geringen invloed. Proe-
ven met kleinere amplituden zouden den invloed daarvan beter aan
hebben kunnen toonen, wanneer niet fegelijkertijd doarbij fouten
door toevallige schuddingen van den toestel in dezelfde mate grooter
werden. De verkregen getallen deden niet verwachten, dat ik met
mijne hulpmiddelen op deze wijze meer van de wrijvingswet te we-
ten zou kunnen komen dan dat na den term evenredig aan de snel-
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heid in de eerste plaats de wrijving evenredig aan de tweede macht
van de snelheid in aanmerking komt.

Volgens het 2¢ 8tuk II §§ 4 en 6 blijft dus, wanneer wij op de
aangegeven wijze twee samenhoorende proeven tot een gemiddelde
hebben vereenigd nog eene afwijking van de theorie over, die voor-
namelifk daarin merkbaar wordt, dat het azimuth waarin de slinge-
ringen ten tweede male rechtlijnig worden, niet, zooals de theorie
vordert, het oorspronkelijk azimuth is. Voor de verbetering van
deze kleine afwijking moeten wij natuurlijk op het 2¢ Stuk verwijzen.
Wanneer de afwijkingen de bij onze proeven waargenomene niet over-
schrijden kan men volgens pg. 201 in eerste benadering eenvoudig
die verbetering aanbrengen alsof de eindafwijking X, — X, afkomstig
was van een verschil in wrijving rechtevenredig aan de snelheid om
beide messen, Buitendien kan deze overblijvende afwijking ook het
gevolg zijn van eene gebrekkige eliminatie der wrijving rechtevenredig
aan de snelheid, wanneer bij het in beweging brengen voor de tweede
proef de slinger zich misschien iets over de pannen verplaatst heeft
en daardoor de wrijvingscoéfficienten om de messen iets veranderd
zijn. Wij zullen dus in vele gevallen de afwijkingen eenvoudigheids-
halve op deze wijze verbeteren.

§ 6. Andere toestel en wijze van waarneming.

Op PL IV, fig. 1, 2, 3, is eene andere wijze van ophanging afge-
beeld, die door mij bij dergelijke proeven als de hier behandelde
gebruikt werd. Bij den eersten toestel omvatte de slingerstang als
bengel de messen, hier gaat hij midden door den drager en door
het mes, dat de beweging om eene vaste as mogelijk maakt. De
stalen slingerstang, &, draagt aan ’t einde een looden bol van 5 kilo,
en rust met het mes 2z op eenigzins matgeslepen glasplaatjes, p.
Deze hangen in koperen, den slingerstang tusschen zich doorlatende,
beugels, e, in wier uitdieping zij met lak zoo bevestigd zijn, dat
hunne bovenzijden in een zelfde vlak vallen, aan een koperen raam,
¢, dat het mes ¢ omgeeft en hier den drager vormt. De beweging
flasrvan om eene vaste as wordt hier verkregen met behulp van twee
aan dit raam bevestigde messen, d, wier scherpe kanten in een
relfde lijn liggen en op vaste glasplaatjes, ¢, rusten. De laatste zijn
op een kaperen plaat, f, bevestigd naast eene opening, die aan de
verschillende deelen van den slinger genoegzame vrijheid van bewe.
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ging laat. Deze plaat vormt op een balk of drievoet bijv. gelegd
de ondersteuning van den geheelen toestel.

De scherpe kanten der messen d liggen in het vlak der bovensij-
den van de glasplaatjes e; waardoor de twee bewegingsassen van den
slinger weder in een zelfde vlak komen te liggen. Remschroefjes,
r, veroorloven weer de beweging om eene der messen willekeurig te
verhinderen; terwijl men de traagheidsmomenten kan veranderen door
over het draaibare armpje, w, de loopgewichten, 7, te verschuiven.
Om den slinger in een willekeurig azimuth in slingeringen van wil-
lekeurige amplitude te brengen, diende hierbij de eenvoudige en ter-
stond uit fiz. 4 begrijpelijke toestel, g.

De bepaling van het azimuth der slingeringen geschiedde echter
op eene wezentlijk andere wijze, Op een tafeltje, ¢, droeg de slin-
ger een spiegeltje, ¢; daarboven werd om de gezichtslijn horizontaal
te maken een rechthoekig gelijkbeenig prisma geplaatst. Richt men
hierop een kijker zno kan men het door s gevormde spiegelbeeld van
den nevens den kijker geplaatsten, in fig. 6 afgebeelden, toestel
daarin waarnemen. Bij de beweging van s verplaatst zich dit spie-
gelbeeld in den kijker. Stelt men aanvankelijk kruisdraden van den
kijker in op het spiegelbeeld van het middelpunt, o, van den ver-
deelden cirkel in fig. 6, wanneer de slinger zich in zijn evenwichts-
stand in rust bevindt; zoo zal bij vlakke slingeringen het spiegelbeeld
van o zich in den kijker in een rechte lijn verplaatsen. Men zal
dan de schaal, %, die met de holle as, m, aan den verdeelden cir-
kel (waarin bij den eersten toestel de oculairbuis van den kijker be-
vestigd werd) verbonden is, zoo kunnen draaien, dat het spiegelbeeld
van de lijn ok met deze lijn samenvalt en zij zich dus over zich
zelf door het kruispunt van de kijkerdraden schijnt te verschuiven.
Met behulp van den nonius, #, kan men voor elke vlakke slingering
den daarbij behoorenden stand van de schaal aflezen. Worden de slin-
geringen elliptisch zoo beschrijt o in den kijker eene ellips om het
kruispunt der draden, of schijnbaar dit laatste eene ellips op de
schaal. Men stelt nu op de groote as zooals te voren op de rechte
lijn der slingeringen in; de verhouding van de beide assen der
slingeringsellips wordt met behulp van de verdeelingen op de schaal
bepaald.

Laten wij nu nagaan in welke betrekking de hoek van het slin-
gervlak met een willekeurig door de spiegel normaal gelegd (verticaal)
vlak staat tot de overeenkomstige instelling van den nonius, =.

Daarbij bepalen wij den stand van den kijker en de schaal alleen
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daardoor, dat in den evenwichtsstand van den slinger het spiegel-
beeld van het middelpunt van de schaal, o, in het gezichtsveld van
den kijker met het kruispunt der draden samenvalt, en dat de ge-
zichtslijn naar o tevens de draaiingsas van de schaal is.

Trek door het middelpunt, o, van een willekeurigen bol OK even-
wijdig aan de straal, die door de spiegel en vervolgens door het
prisma teruggekaatst in de kijkeras valt, ON evenwijdig aan de
spiegelnormaal in den evenwichtsstand van den slinger, en O S aan
die straal, welke, uitgaande van het midden van de schaal door
spiegeling de richting O K verkrijgt. Beschouw bij de beweging
van den spiegel OK standvastig en de richting van de straal, die
deze door spiegeling oplevert als veranderlijk met den stand van de
spiegelnormaal. Laat verder N#' een stukje zijn van de doorsnede
van het voorloopig onbepaald gelaten verticaalvlak, ten opzichte
waarvan zich het azimuth der slingeringen bepaalt, met den bol en
laat de slingeringen van ON, wier azimuth bepaald moet worden,
zich op den bol als N#” afteckenen. De teruggekaatste straal van
OK beschrijft, overeenkomstig met N#' en N2", S¢ en §s". Nu
moet bepaald worden de [N = [#'N»" uit L§=[3s'Ss", welken
men onmiddelijk vindt door de draaiingsas van onze schaal (fig. 6)
in O8 te leggen en de eene maal de lijn oK op Ss¢' de andere
maal op Ss” in te stellen. Wij nemen daartoe %' en »” op denzelf-
den grooten cirkel door OX, waarop dan ook ¢ en s" leggen, ver-
der N7z oneindig klein en »’ met N op denzelfden grooten cirkel
loodrecht op KNS of zooals men ook zeggen mag op denzelfden
parallelcirkel loodrecht op OK. Deze laatste keuze bepaalt het tot
nog toe onbepaald gelaten verticaalvlak, van waaruit wij het azimuth
zullen tellen. Het staat loodrecht op het vlak door de stralen OK
en OS gelegd. Volgens de gemaakte onderstellingen mag men de
bolvormige driehoekjes Nz'n" en Ss's" als twee vlakke rechthoekige
driechoekjes beschouwen. Wanneer men nu den hoek KON =
stelt, is

§8:n'N=Sin2p: Sinp,

en volgens de wetten der spiegeling
2n'n" = 4's",
Uit wWn"=n'NTgN en ss=48TyS,
volgt dus terstond
TgN := Ty 8 Cosp,
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waardoor het ware azimuth N uit het waargemomene wordt gevon-
den. Bij mijne proeven was p zeer klein en kon de afwijking van
Cosp van 1 zeker verwaarloosd worden, daarbij was dus N = 8.

Ten slotte moge hier nog worden opgemerkt, dat men den slingertijd
bij onzen slinger in verschillende richtingen ook daardoor verschillend
kan maken, dat men het zwaartepunt van den drager door er massa’s
aan toe te voegen verplaatst. Dit geval is in het 2¢ Stuk theoretisch
behandeld en men. kan er met voordeel gebruik van maken, wanneer
men met een langeren slinger werkt.

HOOFDSTUK IIL

DE PROEVEN,

§ L

Wij gaan nu over tot eene meer nauwkeurige beschouwing van de
proeven, die de theorie van het eerste Hoofdstuk bevestigen en als
bewijs voor de draaiing der aarde dienen moeten.

Daar het natuurkundig laboratorium te Groningen zich bevindt op
de tweede verdieping van een gebouw, welks aangrenzende vertrekken
druk gebruikt worden, en er geen afzonderlijk gefundeerde grondslag
aanwezig is, moest ik mij behelpen met een als bergruimte gebruikt
sousterrain. 'Wel is waar kon ik hier slechts een slinger van 1,2 M.
lengte gebruiken, terwijl 2 M. mij daarvoor het meest gewenscht
scheen; ook moest ik mijne oogen aan de nadeelen van het verrichten
van talrijke fijne metingen bij petroleumverlichting blootstellen, en
verdreef de vochtigheid mij ten slotte uit het locaal; maar het bood
de gelegenheid om ten minste eenigermate een vasten grondslag te
verkrijgen, door paaltjes in den grond te heijen, en de verschijnse-
len, welke de theorie deed verwachten, boezemden mij te veel belang-
stelling in, om niet te beproeven ze ook met gebrekkige hulpmidde-
len waar te nemen en met de theorie te vergelijken. De vastheid
van den zoo verkregen grondslag stelde mij nog te leur, zoodat ik veel
grooter amplituden gebruiken moest, dan oorspronkelijk in n.ijn plan lag.

Naast de herinnering aan deze moeilijkheden is het mij eene aan-
gename plicht den heer H. DEureEN mijnen hartelijken dank te
betuigen voor de welwillendheid en het vernuft, waarmede hij mij
vooral bij het inrichten van den toestel ter zijde stond.

17
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WAARNEMINGEN VAN DE KLASSE B. IL
§ 2. De normals onderperiode gaat vooraf.

[A] Gebruikt.de toestel met stalen messen en drager. De messen
zorgvuldig horizontaal gesteld.

Azimuth van het benedenmes 8°24' van het bovenmes 93°26'.

Wanneer het beeld van het dradennet van den slinger in het veld van
den kijker 699 deelen van den micrometer doorloopt, zoo komt dit over-
een met eene beweging van het dradennet zelf over een afstand van
mm.89  en, daar het op 1400mm afstand van het ophangpunt ligt,
met eene amplitude: {%§%.

Op den rand van het tafeltje aan weerszijden 1.5 HG in azimuth
—45° ten opzichte van het benedenmes.

Als voorbeeld geven wij de volledige waarnemingen in dit geval op.

[A. 1]
g Instelling van den micrometer in
) Asimuth | g, E E-, geheelen en 40e deelen op .
Tija. gro;é:an e | B & 2| het eene | hetandere | het eene |het andere
) g " | einde der | einde der | einde der | einde der
kleine as. | kleine as, | groote as. | groote as.
(m) |6v42 0
245" | =710 | +
44'15" 2-14
46'50" 17-11
48'30" 10-38 | 10-6
51 2-8,5
52'30" 16-22
By —3936’ +
58’ + | 10-38 |12-23
0 7 2°36' | + 13-0
9 2-26
10°45" 15-28,5
14 048 | 4+ | 10-38 |13-1
16’ 15-8
17'10* 2-27
21 704% | 4 | 10-38 |12-33
23’ 15-13
256" 3-6
30'20" | 12042 4+ | 10-38 |12-18
33’ 15-1
34'30" 3-13
39'40" | 15080 4+ {10-38 | 11-33
42 ' 14-39
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g Instelling van den micrometer in
Azimuth ed E geheelen en 40¢ deelen op
Tijd. gmov:: as. 'ég g | bet eene | het andero | het eene |het andere
B einde der | einde der | einde der |einde der
kleine as, | kleine as. | groote as. | groote as.
43'4B" 3-23
(b) |7°50'6" 18°34/ 0
52’ 3-34
22’30' 3 1t 14-33
! — 10-38 1-12
8u 340" | 19028 | — | 10-38 |411-36,5 |Max.scheen| 20°
g: 14-35
14 1800’ — | 10-38 | 12-24 4-26
:g’so' . 14-16
' 4-39
27 14°30° | — | 10-38 [13-9
%(8): 30" 14-5
B-17
12y 8°30° | — | 10-38 (13-9
44'30" 2-38 | 10-38
% ! 7°4% | — | 10-38 |13-20,5
Ay’ , 3-4 | 10-38
gg’gg' 3020' | — | 10-38 8-24
‘30" 3-11 | 10-38
9u ¢’ 008’ — | 40-38 | 13-0
1% —496' — | 10-38 |12-13
16'30" 3-33 | 10-38
26’ —4°30' } — | 40-38 |11-27
28 Min.scheen|—8°
/ 4-45
(¢)| 40 0
4 —232
42'15" 4-20 | 10-38
[A. 1]
(@) |703215° | 81°28' | ©
34 81°28" | —
36’ 2-12
37'18" 14345
40'30" | 84°36' | — | 10-38 | 11-18
4% 30" 2-38
46’ 14-28

17*
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- Tnstelling van den micrometer in
Azimuth | & % EN geheelen en 40¢ deelen op
Tijd. van "glg h-et eene | het andere | het eene | het an@
groote as. | * ® E einde der | eindeder | einde der | einde der
® | kleine as. | kleine as. | groote as, | groote as.
50'30" | 87°42' —_ 10-38 9-38
34'30" | 87¢56’ —_ 10-38 9-36
B56'45" | 880 — 10-38 9-35
58'13" 3-23
59'15" 14-20
8 2 89052 | — 10-38 9-35
6’ 91042 —_ 10-38 9-39
7 4-27.%
86" 15-0
i’ 92028’ -— 10-38 10-3
21’ 97° -— 10-38 10-8
22'6° 4-39 14-3
23’
)| w 0
41! 103044/ +
43'20" 10-38 2-31
B3’ 106°40' +
59’ 107°36' +
9u 2’ 106°50' + 10-38 9-38
530" 10-38 4-26
14 106°32 + 10-38 9-13
23'45" | 99° + 10-38 8-36
25’ 10-38 5-32
32/ 920 + 10-38 8-35
35'30" + 10-38 5-39
38'30" | 88°16’ + 10-38 8-39
101’ 80°8' + 10-38 8-39
3 10-38 6-21
11'30" | 71¢ + 10-38 9-26
10v12'43" + 10-38 9-23
14 700 +
16’ + 10-38 9-36
21’ 70° + 10-38 10-%
2230° 10-38 7-1
24 69° +
33’ 72042 +
(] & 740 0
49’ 10-38 7-20,5
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OpMERKING. 10-38 komt overeen met den vasten draad van den
micrometer. Voor de onregelmatigheid van de micrometerschroef moet
aan de aflezingen de volgende verbetering worden aangebracht: 2-0
tot 10-0 komt overeen met de werkelijke waarde van 2-0 tot 10-10;
11-0 == 10-39, 12-0 —=11-38, 18-0 = 12-37, 14~0 =18-36,
15-0 = 14-35, 16-0 — 15-33, 17-0 — 16-31.

Wij vereenigen de twee voorgaande proeven tot het volgende
schema

[A. 1 [A. II]. Gemiddelde. | Verbeterd.
(X,)|—10°43' B, = 5.6528'7804' Bo=>5.4177 |—11°19' —11019’
%, (996 [+]" 5038 [~]" T194[+]7 1010
T, (141860 14,1292 15,1321 17,1258

(X,)|15910' B; == 5.2858 |100"8'B, == 5.0466,12°39’ 12018’

xs |17°34'[-]" 21°61' [4]" 19°484[-]" |18°54%

, |272.9667 34,2125 35,0896 321156
(X,;)|—698" B, = 4.8291 i70°36'ﬁ,=4.2943 —12%46' —11019'

Hierin is (X) het azimuth ten opzichte van het vaste mes, dus
(X) = X+ p; verder B (als op pg. 201) de dubbele Briggische
logarithmus van de dubbele amplitude uitgedrukt in afdeelingen
(40¢ deelen) van den micrometer; de teekens [4]” duiden op onze
gewone wijze den waargenomen zin van de beweging in de door yx
bepaalde ellips aan,

Om de verbeteringen in de laatste kolom te verkrijgen werd de
berekeningswijze van Hoofdstuk IT § 6 [2] toegepast op de eerste
onderperiode in de kolom ,gemiddelde.” Zij geeft § =1800—4’, daar de
z-as in de normale periode met positieve ellipsen overschreden wordt;
verder Yp— 40’, waarvoor men dus zonder merkbare fout Jp=0
mag stellen, verder

P =12°1'%, 23 —=-—64955", ¢=—26040'L.
Daardoor worden in (181) en (132) van ’t 2¢ Stuk
cp=—0 en &p=—0,

Ap—
2

Logap=9'.6426, Logbp=2.5219, Logc'p==2.6176.

De aan te brengen verbeteringen volgen nu uit het 2¢ Stuk II § 1
[1] en [2]; nl

Bo (vergel. pg. 195)

en afgezien van den coéfficient

A, =0, A),=0,
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. we - Ap—Bp
en afgezien weer van den coéfficien —5

LogAe, = 38.0747, Loghs,==3.6889,

Log A g = 2.7181, LogA g, = 3.4828.
Daar AX, =— 87’ moet zijn volgt hieruit (vergel. pg. 201)

Axg, =19, Ay, =48, AX, =2Y,

AT, = 02,0063, AT, = —0".0260.
Wij gaan nu de uitkomsten vergelijken met de theorie.
[a] Volgens n° 38 van ’t 1¢ Stuk vinden wij

V= gy, — x, = 11%44’,
[6] Volgens de berekeningswijze in Hoofdst. II § 5 [2] met
2, =14°21, 2X,= 2337, 2x,= 37°49,
Cos2 X, 8in2 x,

1—C0382x,Cos2y;,
Cos2 X, 8in2 x,
= LogTgs, &= 26020, = Log Tye, ¢=—26°11,
(6], .V =e—2x, =119 | [6,]...4' =2x,—e=1138';
[8] Gemiddelde ' = 11°48'}.
[e]. Volgens de tweede berekeningswijze van n°. 38 van ’t 1¢ Stuk

Z'.l 1.1258
T,” — 81156

7793037 . I
1.?6594’1 —-9.3081 =LoySm\l¢; [C]...JJ .-1104:41.

/
=9'.6946=|Log =9.6916=

——— 1800 = 65°4'=—123J,

De betrekking opgesteld in n° 80 van ’t 1¢ Stuk wordt beves-
tigd door

Log VTyx, Tyx, = 98118 = Log Ty X,, X, =11044,
3037’

terwijl voor X, = X, waargenomen werd = 11°48'}, welke

overeenstemming inderdaad zeer bevredigend is. Deze berekende
waarde van X, in plaats van de waargenomen waarde invoerende
in de berekening, die tot [¢,] voerde, vinden wij
[ea] oo ¥/ =11°89
en voor het gemiddelde van beiden
[e].... ¢/ =11°41'4,
Volgens de theorie moesten de waarden



265

[a] 11044/

[6] 11°48'1: gemiddeld ¢’ = 11945’

[e] 11041’}
dezelfde zijn, gelijk ook in zeer bevredigende mate het geval is.
Berekent men met hunne middelwaarde ¢ zoo vindt men deze uit
den duur van de geheele periode met (126) van ’t 1¢ Stuk

y ==11%,77 per uur middelbare tijd.

R_ 1

2P~ 400

is, zooals uit de afmetingen van den slinger werd gevonden, wordt
[A]....yp»=—11°80 per uur middelbare tijd.

Deze waarde moet gelijk zijn aan de draaiingssnelheid van de
aarde om de verticaal van Groningen

Volgens pg. 225 de verbetering daarvoor aanbrengende, dat

theorie] . . ..y, =—12°,08 per uur middelbare tijd,
p )

waarvan zij inderdaad slechts weinig afwijkt.
De verdere proeven zullen wij schematisch mededeelen, voor zoo-
ver zij zich twee aan twee laten samenvoegen.

(E)

Gebruikt de toeste! met stalen messen en pannen.

De messen zorgvuldig horizontaal gesteld.

Azimuth van het bovenmes 83°20’,

Azimuth van het benedenmes 173°28' (—6°32),

. . 7.89

483 afdeelingen van den micrometer = 1200°

Het verschil in wrijving aan de messen gedeeltelijk opgeheven
door olieweerstand.

[E. V] 17 Juli, [B. VIL. Gemiddelde. |Verbeterd.
(Xo) —24928' B, = 5.3882'65°36' Bo=15.4736|—24°26’ —24026’
%1 (180493 [+]" 19°30' [-]" 19"10’£+]' 18°57’
IV 14,504 1%.610 14,6063
(X,)[22°58' B, = 4.7146 |118°12'3,=4.819625035' 25°8’
xq 132013 [—]' 3634/ [+]" 340231 [~]" |33°33
, |8%.7125 35,9583 35,8354 3.8477
(X,)|—15028' B, =3.8432 6398’ B, — 3.7200]— 25945’ - 2426’
Hieruit volgt 2¢p = 42',

[a].... 4 =14°86'4,
[6,112°68', [6,] 1548, [6]... ' =14°19".
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Met de middelwaarde uit deze beide vinden wij
7w uit de geheele periode  —11°.7,

vw uit de eerste onderperiode —12°.2;
dus

[B. Ven VI]...y,=-18"0.
Wij hebben de uitkomst van de berekeningswijze [c], namelijk
le]... =188, [e,]...4=19°10",

die eene fout in de verhouding van 7', en T, doet onderstellen,
wegens de groote afwijking van de uitkomsten [a] en [6], bij de
berekening van ¢,, niet in aanmerking genomen. Toch is ook de
overeenstemming van [b,] en [6,] verre van bevredigend, zoodat
aan de fraaie overeenstemming van y,, met de theorie in dit geval
weinig gewicht moet worden gehecht.

In de volgende proefreeksen werden grootere amplituden genomen
om meer ouafhankelijk te zijn van toevallige storingen, waaraan ik
de afwijkingen in de vorige proeven toeschreef. Tevens werd '
kleiner genomen om den duur van de periode te bekorten, en daar-
door een wezentlijk voordeel van mijne methode te doen uitkomen.
Dit vorderde kleinere waarden van 2X, om de berekeningwijze [c]
naast de andere te kunnen toepassen, daar anders de waarden van
23 te dicht bij 90° vallen en eene kleine fout in de verhouding
van T, en T, eene belangrijke verandering in  geeft.

[F]
Gebruikt de toestel met stalen messen en dragers.
Azimuth van het beneden mes 85°20°.
De messen zorgvuldig horizontaal gesteld.

. . 7.89
329 afdeelingen van den micrometer — 1200
F. IV, (28 Juli). F, VL Gemiddelde. |Verbeterd.
(X,)|-12°4' (B,=6.4100)|78°52' B,==5.5248|— 11036’ —11036¢’
%, |12°18" [—~]" 12965'[4]" 12034 -] |12036'
T, 0.8900 0.9903 0.9401 0.9401
(X,)|21916’ B, = 5.0206 [112°0' 3, =5.1180/21°88’ 21047
%3 |28042 [4]" 1706 [-1" 20°24°'[4+] 20084/
T, {2.1089 2.2528 2.1808 2.1784
(X,)[—17°4' B, = 4.4654 |84°46' B, =4.6454|— 110 9’ —11°36’

Hieruit volgt 2¢p ==10°11",
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verder voor
[@).... 4" =758
[6]....9" =8012" } gemiddeld §°5';
[e]....d =89

en uit de geheele periode Yo =—11°64,
uit de eerste onderperiode y,, =—119.69,
dus F. oo pw=—11917.

Meer standvastige uitkomsten dan andere proeven uit de vorige
reeksen leverden de proeven met agaatmessen en agaatpannen, waarbij
ik tevens nog weder grootere amplituden gebruikte.

(@l

Toestel met agaatmessen en pannen; de messen zorgvuldig hori-
zontaal gesteld.

Azimuth van benedenmes 47°2’,

Azimuth van bovenmes 137°4/,

. . __1.89
277.5 afdeelingen van den micrometer — 200"
Proef IIT was eene herhaling van I, wij nemen dus het gemid-
delde uit beide en voegen dit op de gewone wijze met II samen.

‘I [G. I] 26 Octob. [G. III] 27 Octob.
(Xo) | — 11026’ 8)=5.6140 | — 11938’ 50=5,6946
%1 | 1697 [—]T 15930’ [-]7
T, | 1ko 152
(X,) | 28%6' 8, =5.4262 26910’ &, =5.5091
72 | 24940 [+]7 2308’ [+]r
T, | 2h18’ 2h 11’
(X), | —16%2'p, =5.1924 | — 17026’ g, = 5.3082
[G. I, 1lI]. [G. II] 27 Octob. | Gemiddelde. | Verbeterd.
(X)o|— 11932' 29 =15.6543 |80°6’ 2, =5.6332 —10%38’ — 10048'
2.115048 4 [—]" 11028/ [ +]r 13°38' [—]7 | 18924/
T sy 59’ 15" 15,0021 14,0031
(X), |27028' g, =5.4676  |112014' 8, =5.5162 |24051' 24713’
. |28051/ 3 [+]7 22030 [—]" 28011’ [4+]r | — 210567
%’ 2n 12 25 27/ 45" 25,3812 24,8412
(X), |— 16044’ &, =5,2478 81050’ £, =5.3118 — 12027 — 10043’

Hieruit vinden wij
2 yp= 18°30';
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verder
[a].... 4 =28082
[6].... 4 =8°38'L} gemiddelde 8°45'L;
[e]....4 =29
en hiermede
7w uit geheele periode —11°.74,
7w Uit eerste onderperiode —11°.86;
zoodat

[G I, I en I0]..... yo=—1108.

Bij G I, III zoowel als bij G. IT werd nog eene tweede gehesle
periode nagegaan. Het oorspronkelijk gebied van beide is echter te
zeer verschillend om de wrijving en eindige amplituden door beide
samen te voegen te kunnen elimineeren.

[H]

Alles als bij [G]; verder de wrijving aan de messen door olie-
weerstand nagenoeg gelijk gemaakt; op den rand van het tafeltje
in ’t azimuth 0° ten opzichte van ’t beneden mes aan beide zijden
THG, en in ’t azimuth 450 56 H G 7.

In [HIII] werden twee geheele perioden gevolgd; zooals bij [G]
vergelijken wij slechts de eerste perioden.

[H. III] (11 Dec.) [H. IV] (12 Dec.) | Gemiddelde. | Verbeterd.

(X)o|—29%2' B, =5.3168 (61938’ 8,=5.5074 — 28049/ — 28042/
2. ]11049' [=]" 1200 [+]7 11955/ [—]r | 12054
T,|1.0519 0.9847 1.0183 1.0265

(X),[2080" g, =5.1886  |93%50' 8, =5.2062 (3010 3936'%
72|17%44'L[+]" 22031’ [—]" 2008’ (477 | 20055’
T,|2.4561 2.3403 2.3982 2.3853

(X,)|—25%26' 2, = 4.9006 |60022' 2, =5.0452 | — 27932’ — 28042/

Hieruit volgt
[6].... 0 =8%9'L
[6]....d' ==8%5" } gemiddelde 8°385;
[e].... ¢ =81
dus 7w uit de geheele periode 11,29,
¥w uit de eerste onderperiode 11,18;

zoodat [H. III en IV]....yp=—11%2.
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De verbeteringen werden, berekend volgens II, § 5 van ’t 2¢ Stuk.

Er werden nu nog proeven verricht in zeer rustige nachten, want
er was grond voor het vermoeden, dat windstooten invloed op de
beweging van den slinger konden hebben; inderdaad bleek, dat de
slinger nadat hij aanvankelijk in rust was gebracht aan zich zelf
overgelaten langzamerhand in beweging geraakte, en wel des te ster-
ker naarmate de windkracht grooter was. Het scheen, dat de bewe-
ging van het gebouw. onder den invloed van den wind zich over-
plantte naar den slechts onvoldoende er van afgescheiden toestel. In
deze proeven, die elk twee geheele opeenvolgende perioden omvatten,
werd het aanvankelijk azimuth zoo gekozen, dat zij als herhalingen
van dezelfde proef mochten worden opgevat. Wegens deze bizondere
voorzorgen verbeteren wij ze volgens IT § 4 van het 2¢ Stuk.

[H.V en VI]. Eerste periode.

H. V. 15 Dec. H. VI. 16 Dec. Gemiddelde. | Verbeterd,

(X,)|60026' 2, =5.5062 |-—30°54' 2 =5.4022|—30°14’ —380° 14’

¥a 11048 [+]T 11057 [—]T 1150’ [—]7 | 11950 [—]"

T, |1u2’55" 1u2'45" 15,0472 15,0472
(X), 920954’ @, =5.2770 |2°26' 3, =5.2424  |2°40’ 2040/

Fa|22042 [—]7 20029’ [+]7 21035'4[—]r [21°85"4[+]"

T, |2v28'30" 2u24/20" 25,4408 2h.4403
(X), |58°84' B, =5.0028 |—29°2' @, =5.0878 |—30°14 — 30°14'

Hieruit volgt
2 $p = —27°84',
[2)... ¥ =19%5'}
[8]...4 =19°¢ gemiddelde 4 =—=9°19';
[e]...¥=8°1T
dus 7w uit geheele periode ~11°.97,

¢ ¥ uit eerste onderperiode —11°.76;

en gemiddeld
[H. V en VI, 1° Periode]. ..y, =—11°.9.
Verder
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[H. V en VI]. Tweede periode.

H. V. H. VL. Gemiddelde.

Verbeterd.

(X), |58°84' 2, =5.0028 |—29°2' g =5.0878 |--30°14'

. |18°54 [+]7 11°20'3[—]" 12037/ [—]"
%‘, 143’30 1u1'15" 17,0396
(X), |94°50" g, =4.8022 [1°46" 2 —4.9784 (3918’
. |28°18' [—=]r 20°8' [+ 21040'2(+]
%’, 2u36'45" 2u26’ 2k 5229
(X), |58°38' g, = 4.4666 |—30°2' @, =4.7620 |—30°42’

Hieruit volgt
2¢p = —27°9,

[a]...d=128%%4
[e]...4="914% gemiddelde == 936’
[e]...¥=10°58"%
dus 7w uit geheele periode =-11°92,
7w uit eerste onderperiode =— —12°.21,
en gemiddeld

H. V en VI, 2¢ Periode]... ——12°1.
[ Yw

—30°14/
12028'2
12,0851
305’
21022’
25,5247
—30°14'

Ter vergelijking met [H. XII] hebben wij twee proeven, [H. X

en XI], waarvan wij vooraf het gemiddelde nemen:

Eerste periode Tweede periode.
[H. X] (17 Dec.) [H. XI] (19 Dec.) [H. X]. [H. XI].
(X)» 60°46' 60°30 57°30' 57°18'
Bo 5.5962 5.5362 5.0892 5.0392
% 11°30' 12°35' 13°54'% 14 58'%
T, 104'5° 192'35° 310" 1"4'35" |
X), 91°50' 98°50 94°2' 96042’
By 5.3834 5.3264 49056 4.8318
X3 23°7 23°64 26°29' 26°36'
T, 2131'65" 2u28'45" 2028'5” 2028'40"
(X), - 57°30 67°18' 53°54' 54458’
B, 50892 5.0392 4.6250 4.5523

Hiermede komt
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[H. X, XTI en XII]. ZEerste periode.

[H. X, XI Gemiddelde].| H. XII. (19 Dec) | Gemiddelde. | Verbeterd.

(X),|60°88' £, =5.5662 |—30°2' B, =5.4644 |—29°42' — 29°42'

¥.12°2°2 [+ 12°42° [—]7 12°02' [—]r | 12°8'

T, |1u3'20" 1u1’35% 15,0410 1%.0309
(X), |92°50' £, =5.8549 |2°42' 2, =5.2888 2°46/ 2°17'}

%, 23°30'3 [—1" 20°85' [+]" 22°3'[+]7 | 21°22'1

5| 2930720 2u26’ 2k.4694 25,4233

(X),[57°24' B, =5.0642 | —28°52' B, =5.0618 |— 30°44' — 29%49’

Hieruit volgt

2 ¢p = — 27024'},

[e]...4=9°19"}

(6]...4=9"19'}

[e]...4==9°0

gemiddelde 9°26’;

dus vw uit de geheele periode —110.96,
¥w uit de eerste onderperiode —120.00
en dus [H. X, XI en XII, 1¢ Periode]... ¢, =—120.0.
Verder
[H. X, XI en XIT]. Tweede periode.

[H. X en XI.] Gemidd. H. XIIL Gemiddelde, | Verbeterd.
(X,)|57°24' 8,=5.0642 |—28°52' £,=5.0618 |—30°44’ — 80°44/
2, |[14°26°4[+]7 10°43'3 [—]7 12°35' [—]7 | 12°27'3
T,|108'52",8 12’ 14,0490 1.0451

(X), |95°22' £, =4.8687 |0°34' B, =4.8902 2958’ 2°47'
¥.|26°272 [=]7 19°81 [+]7 22°47' [+]7 | 22°831%%
T, |2028'22"%,° 2u25'20" 25,4475 2k,4490

(X), |54°26' B, =4.5886 |~ 26°42' £, = 4.6618 |—31°8' — 30°44'

Hieruit volgt

dus

en

2yp =—27°57’

[a]...$=10°¢

[6]... =109

[e]... 4 =867
vw uit de geheele periode

gemiddelde 9° 1';

—12°.39

yw uit de eerste onderperiode —12°.22,

dus

[H. X, XI en XII, 2¢ Periode]... y,=—12°8.
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Slechts twee proeven konden nog worden verricht in de reeks

(K]

Alles als bij [H], maar geen olieweerstand en aan de massa’s toe-
gevoegd 1 H G aan elke zijde op den rand van het tafeltje in ’t azi-

muth 10° ten opzichte van het benedenmes.

Eerste periode.

[K. T] (20 Dec.) (K. 11]. Gemiddelde. { Verbeterd.
(X)o|—29°46’ £, =5.5074 |65°20' B, =5.4412 | —27°13’ —27°18’
X, |14°47' [=]7 8°16' [+]7 119814 [—]7 | 10°55'}
T, 1u5'20" N 53407 05,9917 05,9726

(X), |6°58' @, =5.2922 90°88’ 2, =5.2310  |3°48’ 2°54’
¥.|21°50' [+]7 21°48'L[~]" 21°49'[+]r | 20°82'}.
T, |2u 22’ 2u22'50" 24,8736 25,3810

(X), |29°46' 2, =5.0456  |61°24' 2, =4.9296 |—29°11' —27°18’

Hieruit volgt

2yp=—24°19,

[e]....4=9037
&....4=90°37
[c]....o=9°63

gemiddelde § = 9°42'%;

en dus 9w uit de geheele periode —12°.78,
o uit de eerste onderperiode —129.82,
en dus [K. I en II, 1¢ Periode]...y, =—129.8,
Tweede periode.
[K. I]. [K. II]. Gemiddelde. | Verbeterd.
(X),|— 29046’ g, =5.0456|61924' 8, =4.9206  |==29011' —29011/
L1406 [—]7 10019'4[+]7 12012/3[—7]r| 11059’
%" 1ug’10” 56'5" 05,9937 0.9885
(X),[5°14' g, =4.8510  [92°14' B, = 4.7518  |3°44 30251
£, [19984' [+]7 28°50' [—]7 21042' [4+]7 | 21°16'%
T, |2u20'15" 2022'40" 2h.8576 25,3627
(X)) |~ 28946' 2, = 4.6112(58°42' B, = 4.4574, | — 30°2' —29°11

Hieruit volgt

[@).... ¢
By....49
[e]....d

9 dp==—25045'1,

=9°17"}
= 9028’
= 9038’

gemiddelde § = 9025'!,
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t de eerste onderperiode 12°.56
[K. I en II, 2¢ Periode]...y,==—120.5.

Yw UL
het gemiddelde uit deze proeven van de [H]reeks,

waarbij tegenover [H.X] en [H. XI] beide [H. XTI] gesteld moet

worden.

7w uit de geheele periode

ij vormen nu

en dus
zoodat

q188F  .6Tol9 JL688 19988 GLIT'S 056 #1987 .198T €988'9 88:69 opapprme)

€8SSF  ,89FG  J0F.8808 ,98.9% SISST .8F.96 9841 T.8SHT 8680°¢ 848 [d o8 IX "HJ
0S39'F  F9.89 49,8308 68,98 9906F 856 LOLET ¥FF%EBT @680°S 0848 [ +8 X ‘HJ
999%'%  .88.89  4GF/988 ,8T.88 B0ST 086 .08.8T HGET 83008  FHE.8G [d %% "A "H]
3680°S 8Tl .9F.8808 FG.88 ¥9BE'S 08,86 .98.8e1 .GSBI 8989’  .08.09 [deT TX "HI
8680°¢  08-18  .SG/TS8  Le83 HE8E'G 0916 4GFoT  0SIT 8969 9,09 [d o1 X 'HJ
8300'S  F8e8% 08,8808 BF.B8 O0LLES 5966 4998 T GFIL 890S'S 98,09  [d oL A "HJ
85P0°S  83.09  498.0808 /18,68 ©8963' 0986 «S.6900  TBT FL0TG ,8%.T9 (AT "H]

‘sv-£ ap wo usburasanyg

$988'F  1LGolB— 49%.9008 F.LT6T S00T'S T.8%T .80 T.8F.IT 9998'S 88068 — Sp[eppIwaY

8T99'% ,8%.96 — .08.988 18,61 G068F P80 Bl f.8%.0T 81908 8986 — [d 6 IIX 'HJ
8199'F .8%e96 — 408,960 1861 8068'F .¥E.0 Bl T80T S190'S 8986 — [d 6 'IIX "HI

089LF 08— 9808  8:08 FELEF 9Bl JSLIoT ¥.08.IT 8480 8.66— [d 6 TIA "HJ

8190° 89088 — /9808 .98:05 8€88'S .BFB «S8ToT  BF.BL FH9FS 808 — [d oI 'IIX "HJ

8190'G 185088 — 9808 ,98.03 8E288°S 8F.G 98I0l  /BFBL FHOF'S  B.08— [d of IIX ‘HI

8/80°C  ,Bo6%— .03.%8n8 68,08 TOFE'S 9808 HSF.EnT  LSIL 80%9 908 — [d o 'IA “HI

9006'F 98-8 — .88.L%08 FFPLT 988T'S 088 LS T  6FI1 89ILG 1868 — (111 "H]
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Wij vinden dus
[H. Gemiddelde].

Zweving om x;-as. Zweving om y;-as. | Gemiddelde. | Verbeterd.
(Xy)| — 29032’ 8, =5.2656 (59032’ §,=5.3258 |— 30%’ — 30%’
xa|11042'8 [=]7 12057 [4]7 12020° [—]7 | 12014/
T, 122" 10’517 1ug'27" 15,0875
(X), [1,58'4 8, =5.1003 |94’ &, =5.1175 20561 20471
¥ 11904773 [+]7 23056’ [—]" 21952' [4]r | 21039’
, 1292546 2u29'1" 2u27'23.5"" | 2k.4576
(X), |—27957' B, = 4.8854 (57919’ 8, = 4.8315 | —30°19’ — 30%
waaruit volgt 2¢p =—27°12'4,
en verder

[a}...¢=9025/4_
b “oe fred 033/
%63-..$_—:3021r}---[b]...¢=9027,
[e ] c.v= 9'15'}
[es] ... ¥ =918

Dus 7 Uit geheele periode —11095,

gemiddeld ¢ = 922",
6] b =904

¥ uit eerste onderperiode — 11°.92;
[H, gemiddelde]. .y, =—11%93,

§ 3. Nauwkeurigkeid der proeven.

Vormen wij eindelijk het gemiddelde uit al de proeven op deze
wijee met den toestel met agaatmessen verricht (waarbij de waarden
onder [H gemiddelde] gevonden met het gewicht 7, die onder G
met het gewicht 2 en elke der beide perioden van [K] met het
gewicht 1 genomen moeten worden) zoo vinden wij

[a] ] [e] yw uit geheele p. yyy uit eerste onderp.
Y= 914/, $=1901¢', ¢ =915, 12.04, 12.04.

De uitstekende overeenstemming van dit gemiddelde met de theorie:
7w =—12°03, ook in de laatste decimaal is aan toeval toe te schrij-
ven; want de nauwkeurigheid van de waarnemingen bij mijne hulp-
middelen kon slechts de voorlaatste decimaal met zekerheid leveren.

Bij de verschillende proeven, die wij op deze wijze samengevoegd
hebben, waren de omstandigheden nagenoeg dezelfde; zoodat zij vrij
wel als herhalingen van een zelfde proef mogen worden opgevat.
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Door het gemiddelde te nemen doen wij niets anders dan de toe-
vallige fouten te elimineeren. Dit moet in ’t oog gehouden worden
bij de vergelijking van de nauwkeurigheid van mijne uitkomsten
met die door vAN DER WILLIGEN met den gewonen slinger van
Fovcaurr verkregen. Iinmers het nemen van gemiddelden uit de
draaiingssnelheden in verschillend azimuth, die regelmatige stand-
vastige afwijkingen vertoonen, krijgt eerst beteekenis, wanneer men
ze als in IIT § 2 van ’t 2¢ Stuk beschouwt, d.i. als bizonder geval
van de door mij behandelde verschijnselen opvat. Terwijl de gemid-
delde afwijking van de theorie bij mijne afzonderlijke proeven onge-
veer 07.3 bedraagt, wordt zoodra men over eenige proeven het ge-
middelde neemt eene nauwkeurigheid van 001 verkregen. En het
komt mij hoogst waarschijnlijk voor, dat bij een toestel opgesteld
op een grondslag, zooals men die in de nieuwere laboratoria vindt
en beter dan mij ten dienste stond, reeds door ééne proef deze nauw-
keurigheid bereikt kan worden.

Nu zagen wij op p. 207 en 208, dat uit de proef i van DER
WirtteeN, die gedurende 11 uren werd voortgezet, op de breedte
vati Haarlem gevonden werd —12°.88, en uit de gedurende 4 uren
voortgezette proef d, —11%.24 ; terwijl de theorie —11°.91 vordert. De
gtootste afwijking bij mijne afzonderlijke proeven was [H.IITenIV] 0°.8.

De gemiddelden uit proefreeksen van vAN DER WILLIGEN die zich
ovet 60 uren uitstrekken, nl. —120.03, —12°.11, —11°,97, 11,81
(zie pag. 208) zijn slechts weinig nauwkeuriger dan de uitkomsten
bij mijne meeste afzonderlijke slechts 5 uren durende proeven, en
het gemiddelde van al de proeven van vAN DER WILLIGEN (240
uren) staat in nauwkeurigheid achter bij het gemiddelde van mijne
waarnemingen uit de [G], [H] en [K] reeks (samen ongeveer
45 uren).

Ik meen dus met deze proeven minstens het hoofddoel bereikt te
hebben, dat ik mij voorstelde, nl. san te toonen, dat de door mij
behandelde verschijnselen met dezelfde nauwkeurigheid de draaiing
der aarde kunnen bewijzen als de slingerproef van FoucAuLt.

Ter beoordeeling van den invloed der amplituden op de wrijving
ligt het voor de hand de proeven, die twee perioden omvatten tot
een gemiddelde samen te vatten; daarbij moet [H. XII] eenmaal
tegenover [H. X] en eenmaal tegenover [H. XI] in rekening worden
gebracht. Dit geeft

18
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Gemiddelde uit Gemiddelde uit Gemiddelde
H. VI, XII,XITenKI. H.V,X,XIenK.IL

X, -30°11’ 907280143 —29°12'1
B, 5.4596 5.5197 5.4896
X, 3042 2018 30
B, 5.2756 5.3045 5.2900
7, 1%.0469 12,0135 12,0302
X, —29°8 90°-31"18'1 —30013
B, 5.0642 5.0152 5.0397
T, 2" 4097 24 4667 2%.4382
X, 202 4027 3014’
Bs 4.9012 4.8228 4.8620
7,-7, 140350 1%.0305 17,0327
X, — 2803/ 900-33°27 —30945
B, 4.6742 4.5253 4.5997
7,-T, 27 4033 27,4839 24,4438

Hieruit werd in het 2¢ Stuk IT § 4 afgeleid, dat overeenkomstig
met de proeven in IT § 4 van dit Gedeelte in de wrijving een term
afhankelijk van de tweede (of hoogere?) macht der snelheid voorkomt,
die een afnemend decrement en eene negatieve waarde van X,—X,
ten gevolge heeft, maar dat tevens enkele verschijnselen op de aan-
wezigheid van eene wrijving onafhankelijk van de snelheid wijzen.

[G]
§ 4. Verklaring der geclimineerde afwijkingen.

De samenvoeging van telkens twee proeven had ten doel de sto-
ringen ten gevolge van de eindige amplituden en van de wrijving
recht evenredig aan de snelheid te elimineeren. Wij zullen dus nog
aantoonen, dat de getlimineerde afwijkingen werkelijk daaraan toege-
schreven mogen worden. Om twee redenen kan men van de over-
eenstemming van de waargenomen afwijkingen tusschen elk paar van
proeven onderling en de volgens II §1 van het 2¢ Stuk berekende,
geene hooge verwachting koesteren. 1. Omdat zij in vele gevallen
van dezelfde orde zijn als de toevallige fouten bij mijne proeven.
2. Omdat zjj vermengd zijn met de afwijkingen ten gevolge van de
wrijving niet recht evenredig aan de snelheid, wier berekening vrij
omslachtig zoude zijn. Wij zullen ons das bepalen tot de afwijking,
die in deze beide opzichten in de gunstigste omstandigheden voor
de verklaring verkeert, nl. de afwijking

X'z "X’2 +X"0_Xlo ’
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waar ' op de zweving om de z,- en " op de zweving om de y,-as
betrekking heeft, en die de som is van de inkrimping van het
gebied bij zwevingen om de z,-as en van de uitbreiding van het
gebied bij de overeenkomstige zweving om de y,-as. De berekening
wordt zeer eenvoudig doordat de afwijkingen ten gevolge van de
eindige amplituden bij mijne proeven slechts weinige minuten be-
droegen en dus voor ons doel verwaarloosd mogen worden. Noemt
men F'y de gemiddelde afname van den Neperiaanschen logarithmus
van het vierkant der amplitude per seconde bij zwevingen om de
z,-as en F”, dezelfde grootheid voor zwevingen om de y,-as; zoo
is volgens (136) van het 2¢ Stuk
F' ~F"y=(4p—Bn) Coss Cos ' Cos2p,

¢ nemende voor de gemiddelde zweving om de x,-as; verder volgens
ITI § 1 en § 3 van het 2¢ Stuk

X, X=Xy 4 X°y=2 (?S%;\E Cotg 23 +Sin2§Coss)2£?———;—ﬂ,
waar Ag, :AD;BD

2

Cos 2y Cos ' Sine. T, ,

en alle grootheden weder op de ,gemiddelde” zweving om de z;-as
betrekking hebben. Daar de B8, welke wij bij de proeven opgaven, Briggi-
aansche en de F, Neperiaansche logarithmen zijn, vindt men F, door
7, =205 B2 Po
T 2
Nu vinden wij i
logF'y—F", logae, X,—X,—X,+ X"

berekend waargenomen

[A] 5.8280  U'2743  12°10° 1202
[E] 5.2355  §.1373 8921’ 20°38
™ 5.5647  8.8180 —4°1' —10°54'
(@) 5.5403  9°.0209 —6014 —B°50'

[K, 1ePer] 5.1004 855685 2°10' 3056’
[K, 2 Per] 4.9085 83654 1023 3042
[H, Gem]  5.4330 §.9040  4°48' 3048’

De overeenstemming der berekende en waargenomen grootheden,
ofschoon voldoende om de gegeven verklaring der regelmatige afwij-
kingen te steunen, is niet van dien aard, dat zij een verdere ver-
gelijking van de afwijkingen met de theorie vruchtbaar doet schijuen.

§ 5. De abnormale onderperiode gaat vooraf.

In de proeven [H. III en IV], waarvan wij alleen de eerste pe-
riode mededeelden, werd nog eene derde onderperiode gevolgd; zij
18*
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laat zich met de tweede onderperiode samenvatten tot eene gehecle
periode, waarin de abnormale onderperiode voorafgaat.
[H. III en IV, Middenperiode].

H. 1L H. 1V, Gemiddelde.

(X),|2°80' B, =5.1386  [93°50' B =52962 3010’

7. |17°44' X [+]" 92031 [ 2] 2008 [+7"

7' |1.4042 13566 1.3799
(X),|—25°26" 2, =4.9006/60022* @, =5.0452 |—27032"

71 |7959' [—]* 13058 [+]" 109583 [—]"

7, |2.4430 2.3630 2.4055
(X),|—104' @, = 4.7426  |5026' 2011

Wij vatten deze proef terstond samen met de twee aan twee sa-
mengevoegde middenperioden (2¢ en 8¢ onderperiode), die wij aan
de medegedeelde proeven over twee perioden kunnen ontleenen:

[H en K, Middenperioden].
H.IlIenIV. H. Ven VI. H.X, XI en XII. K. IenII. Gemiddelde.
(X)y 390 2040° 2046" 2046 3048’ 302
%, 2008 21035L 2203 2208 2104Y 21032
T, 13799 1.393] 1.4285 1.4286 13819  1.4024
(X), —27032" —30°14" —30044' —30044’ —20011" —29041°
x: 10058'% 12037 12035"  12035° 120123  j2012
T, 24055 2.4327 24775 24775 23755 24337
(x), 2ur 318’ 2058 2058 3044’ 302
Hieruit volgt

[2.]...4 =918
[85)... 4 =931 }
c ] b =9%
%aﬂ...i:as"ss';} coofe] .. Y =849
dus 7w Uit de geheele periode —110.81,
7w uit de eerste onderperiode —119.84;
zoodat [H en K, Middenperioden]. ..y, =—110.8.

§ 6. WAARNEMINGEN VAN DE KLASSE F.

Zeer opmerkelijk als sierlijk bewijs voor de aswenteling der aarde,
maar minder geschikt voor de berekening, wanneer de wrijving en
de eindige amplituden aanmerkelijke storingen ten gevolge hebben,
is het bizondere geval van de klasse B. II, waarbij de slingeringen
oorspronkelijk in een der symmetrieassen vallen.

Bij ongelijke wrijving aan de beide messen gaan de verschijnselen
bij zweving om éfn der symmetrieassen in de klasse C. I over

[a]....d=9°20",

(8] P =902%
gemiddeld ¢ = 9°10%;
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(vergel. 2¢Stuk IT §2); 7, en 7, bestwan voor deze as fliet, en
men kan dus op de gewone wijze de waarnemingen van zwevingen
om de beide symmetrieassen niet tot een gemiddelde samenvoegen.

Toch is het dan mogelijk de waarde van {J bevrijd van de storing
door eindige amplituden en wrijving recht evenredig aan de snelheid
te vinden; men moet dadrtoe aan x, in het geval, dat de slingering
niet weder rechtlijnig worden, eene negatieve waarde toekennen en er
den negatieven minimum verhoudingshoek der ellipsen voor nemen,
om vervolgens als vroeger de berckeningswijze [#] toe te kunnen
passen. Voor eene strenge berekening moet men uit de storings-
formulen de verbetering, die in T,, waargenomen in de zweving
om deé andere symmetriead, moet worden aangebracht, berckenen.
In eerste benadering zal inen echter die verbetering mogen verwaar-
loozen of voor 7, de uitkomst van anderé van de storingen bevrijde
proeven met denzelfden toestel mogen nemen.

Voorbeelden voor gestoorde verschijnselen van deze klasse leveren
de proeven:

[H. VII] (16 Dec.) [H. VIII). Gemiddelde.

(X)p|—12"6" B, ==6.5858 |—12%42' B, =5.5022|—12°24" B, ==5.5440

%1|8%48°1[+]" 1032/ [+]" 940’ [+]*
7,|1u5315" 1u51'10" 1v52 19°5
(X)4|=17°80' = 18046’ « 1898
%2|[2°25'}[~)" ) 2011’ [—]" 2018’ [-]"
T,|2v29'35" 2u32'5" 2u30'50"

(X),|—8°26" B, ="5.1544 |—10°34’ B,=5.1022|—9°30' B, ==5.1283

en tevens van de
Verandering van Klasse.

[H. IX] (16 Dec.)

(X),| T4%46' B,=5.4646
x| 8% [}
( XZ)V‘ }bestaat niet, de ellipsen blijven steeds [—]”
1
%,| 2°20'[—]"; Minimum van x
T,|| de slingeringen worden niet weder recht-
X), }lijnig, maar x neemt toe en blijft [—]".

) Deze waarde werd door berckening uit H. VIII sangevuld.
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Brengen wij x, uit [H. IX] als negatief in rekening; zoo komt

[H. VII en VIII]. H. IX. Gemiddelde,
(X)| —12024 74046’ —13°%50'
x| 9°40'[4]° 878’ [—J: 8954’
x | 218 [-] — 2930 -
7,| 2v30'50"

terwijl uit de tweede onderperiode van H. VII en VIII gevonden
wordt

\lo D— = 13049'.

Wij zien dus, dat slingeringen, voor welke de tweede onderperiode
juist ophoudt te bestaan (wij verwaarloozen x, = 1’) inderdaad in
de symmetrieas vallen. Uit de maximumellips x, = ¢’ volgt

Y = 8%4/;
terwijl wij bij de [H]recks gemiddeld 9°22' vonden; verder met 7',
[H. VII, VIII en IX]...y,=—11°1.

Voegt men [H. VIII en IX] alleen samen en ontleent men 7,

aan [H Gemiddelde], zoo komt

¥ =19°24'30"....y,=-—12°0;
inderdaad werd [H. VIII] onder gunstiger omstandigheden verricht
dan [H. VII].

Opmerkelijk echter is het, dat de inkrimping van het gebied plaats
vindt voor ellipsen wier groote as in de nabijheid van de as van
het grootste decrement valt [H.IX], terwijl de theorie bij yp=0
en alleen lettende op de wrijving rechtevenredig aan de snelheid
vordert dat dit de as van het kleinste decrement is. In de proef-
reeks F waar dit verschil der decrementen ten gevolge van de wrij-
ving rechtevenredig aan de snelheid grooter was, vindt men ook in
dit opzicht de theorie bevestigd :

F. VII (24 Juli).

X, | 109%48’ (as kleinste decrement 95°7"),
% | [=]" en worden niet weder rechtlijnig,
x | minimum na ongeveer 2 uur,
vervolgens toenemende x[—].
Keerpunten.
In de proeven [H. VIII en IX] trad het verschijnsel der keerpun-
ten, die in elke abnormale onderperiode (zie bijv. ook [A. I en IIJ)
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waargenomen werden, het duidelijkst op. Bij [H. VIII] werd het
eerste keerpunt waargenomen in ’t azimuth —9°22’, terwijl het oor-
spronkelijk azimuth —12°42’ was. Bij [H.IX] was het eerste keer-
punt bij 78°50’, terwijl het oorspronkelijk azimuth 74°46" was, het
tweede keerpunt bij 72°6’. Neemt men het gemiddelde uit de beide
eerste, zoo vindt men als oorspronkelijk azimuth — 13958’ en als
azimuth van het keerpunt —10°16’. Volgens (135) van ’t 1¢ Stuk
heeft men voor ’t gevel, dat de slingeringen oorspronkelijk in eene
symmetrieas vallen o4 8in2 X, = T¢'; hieruit zou volgen X, =444’
ontleent men Yy aan de tweede onderperiode van H. VIII; zoodat
Yp=-—14°40", zoo komt voor het waargenomen geval, waar de
slingeringen oorspronkelijk niet juist in de symmetrieas vielen volgens
(135) voor
X, = 4°47,

en dus voor (X,) =—9058' (theorie),
hetgeen inderdaad weinig afwijkt van

(X,) =—10°16" (waarneming).

WAARNEMINGEN VAN DE KLASSE B. L.
§ 1.

Een voorbeeld van verschijnselen van de klasse D, die de
overgang van B. II tot B. I vormt, levert de proef [G. V]. De
waarde van ¢ in de proefreeks [G] was 8°45'L en in [G. I, TIL
en II] werden zwevingen van de klasse B. II waargenomen. De
gebruikte oculairmicrometer was niet geschikt om de afwijking van
ellipsen van den cirkelvorm nauwkeurig te bepalen, waarop het voor
de berekening van deze proef voornamelijk aan zoude komen. Dui-
delijk blijkt echter, dat bij deze keuze van het aanvankelijk azimuth
de verschijnselen nagenoeg tot de klasse D behooren,

[G. V] (29 Octob.)
(X), 5418 B,=15.1996
%, 36928’ [+]" azimuth 93 ongeveer
(X), 185%2' B, = 5.0406

T, 1%9'40"

x; 43%40" [-]" het azimuth der groote as was moeilijk te bepalen
(140°%); eigenlijk niet meer zeker dan dat de
slingeringen nagenoeg cirkelvormig zijn.

T, 221’

(X), 5234’ [B,=4.8680].
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Men vindt uit —-(M+(£)—' voor 2 X, ongeveer 82°16;
4 ) o 18

de theoretische waarde van 2X) (zie 1° Stuk n® 29 zou voor dit
geval 81%8 szijn. Eindelifk zou de onderstelling, dat de zweving
tot de klasse D behoort vorderen x, == 86°14'L, hetgeen zeer goed
overeenkomt met de gevonden waarde.

§ 8. Qver de slingerproef van FoucauLr.

De slingerproeven, die na de schitterende ontdekking van Foucauvrr
in grooten getale overal, volgens zijne methode, werden herhaald,
leverden slechts dan eenigermate bevredigende uitkomsten, wanneer
men zeer lange slingers gebruikte. Zulk een slinger werd op pag.
206 beschreven. Om de draaiing. van het slingervlak te bepalen
bevestigde men gewoonlijk onder aan den slingerbol eene stift en
bepaalde over welken diameter van een horizontaal onmiddelijk er
onder geplaatsten cirkel deze stift bij het begin en het einde van de
proef zich bewoog. De grootere lengte van den slinger had dan
het dubbele voordeel, dat men eenerzijds den diameter van dien
cirkel grooter kon nemen, en dus zijn richting nauwkeuriger bepalen
kon, anderzijds de proef langer voort kon zetten zonder dat de
afname den amplituden de nauwkeurigheid van die bepaling merk-
baar deed verminderen.

In het tentoonstellingsgebouw voor 1878 werd te Parijs in een
afzonderlijke ruimte een metalen stuk van 300 KG. aan een ijzer-
draad van 65 tot 70 M. lengte apgehangen. Deze grootsche inrich-
ting van de proef was zeker wel geschikt om de opmerkzaamheid
van het groote publiek op dit schoon bewijs voor de aswenteling der
aarde te vestigen. Maar ook uit een zuiver wetenschappelijk oogpunt
levert de slingerproef van FoucAuLt nog stof tot beschouwingen.

Porro ') heeft eene andere methode ter bepaling van de draaiing
van het slingervlak voorgeslagen, die van de lengle van den slinger
onafhankelijk is. Maar hij schijnt niet tot praktische resultaten ge-
komen te zijn. Van meer invioed dan de waarnemingsfouten in de
bepaling van de draaiing is de afwijking van den toestel van de
cenvoudige onderstellingen, die aan de afleiding van de slingerformule
van Poucaurr ten grondslag sijn gelegd.

De afwijkingen, die in HI § 1 van het 2¢ Stuk zijn beschreven
en voor de draaiing van het shingervlak zeer verschillende waarden

1) Compt. Rend. T. 85, pg. 855.
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in verschillend azimuth leverden, voerden zelfs tot het verkondigen
van de ongegronde meening, dat er een merkbaar verschil bestond
tusschen de draaiingssnelheid van het slingervlak in en loodrecht op
den meridiaan. Zonder twijfel moeten die afwijkingen echter daaraan
toegeschreven worden, dat de omstandigheden onder welke de theo-
retische formule geldt, bij de gebruikte slingers niet verwezenlijkt
zijn. Dat die formule niet zonder meer op de bewegingsverschijnselen
daarvan mag worden toegepast en slechts als eene eerste benadering
kan worden beschouwd blijkt reeds daaruit, dat de slingeringen bijna
altijd elliptisch worden, terwijl zij bij den enkelvoudigen slinger
voortdurend vlak moesten blijven, wanneer zij dit aanvankelijk waren.

De slingerproef van FoucavLr doelmatig met een klei-
nen slinger te verrichten, is dus een onopgelost vraag-
stuk gebleven, waarop mijne opmerkzaamheid door prof. Kir cHHOFF
werd gevestigd.

De oplossing van dit vraagstuk met behulp van den beschreven
slinger ligt voor de hand, zooals ook de afwijkingen bij de slinger-
proef van Foucaurt, met mijne slingerproeven en met de afwijkingen
bij de proeven van Bravais in het tweede Stuk onder een zelfde
gezichtspunt zijn gebracht. Immers de proef van Foucaurr moet
eencrzijds, zooals de figuren van Lissajous anderzijds, als uiterste
geval van de klasse B worden opgevat.

Wanneer men ¢’ (door gewichten op het tafeltje te plaatsen) tot
90° maakt, verkrijgen wij eene beweging van het slingervlak met
de hoeksnelheid — Q' bij vlak blijvende slingeringen. Voor den
enkelvoudigen slinger zou dit —g,, die van negatieve ontbondene
van de draailngssnelheid der aarde volgens de naar beneden gerichte
verticaal zijn. De nauwkeurigheid van onze methode van de be-
paling van de draaiing van het slingervlak is onafhankelijk van de
lengte van den slinger, en wanneer men hem aan zeer harde messen
in verdunde lucht ophangt, zal men de proef gedurende eene geheele
omdraaiing kunnen voortzetten, zonder dat de afname der amplituden
schade doet aan de nauwkeurigheid van de bepaling van het slin-
gervlak.

Wanneer J' weinig afwijkt van 90° hebben wij verschijnselen van
de klasse B.I, waarbij de kleine as der ellips echter klein is in
verhouding tot de groote. De beweging van de groote as blijft dan
nagenoeg, die welke overeenkomt met de beweging van het slinger-
vlak in de proef van Foucaurr, maar deze wordt gesfoord door een
verschil van de slingertijden om twee horizontalg assen door het ophang-
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punt. De storingen ten gevolge van deze oorzaak zoowel als die ten
gevolge van de wrijving werden in het 2¢ Stuk behandeld en vormen
de verklaring van de regelmatige door BuNT en anderen opgemerkte,
en vooral door VaN pER WILLIGEN onderzochte afwijkingen, waar-
mede zij in hoofdzaak overeenkomen.

§ 9. De volgende proef levert een voorbeeld van de klasse B.L
bij zeer kleine waarden van ", dus van een gestoorde slinger-
proef van FouvcauLrt.

Toestel met nieuw geharde stalen messen.

Vergrooting als bij [A].

Azimuth van het benedenmes 4 59°8'.

Azimuth van het bovenmes — 310 20'.

[L.I] (18 Sept.)

Tijd, | Adimuth (), p
|
0 + 56°26 0
30° 4 62°4 Max 1°26" [+]"
59 + 68°4
1029."5 + 74°8
[Niet waargenomen] [+ 87°34'] [0]
4014 —72°6
9413’ + 8°24' Max 16°23'1 [+]"
14431.'7 + 59°14'
V' =17°49'¢,
V= —12°.01.

De verbeteringen voor eindige amplituden en wrijving waren in
dit geval onbeteckenend en wij kunnen terstond de theoretische be-
rekening toepassen. Duidelijker kan men de verschijuselen, die de
theorie voorspelt, nagaan bij de volgende proef:
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[L. II] (19 Sept.)

Tijd,

Azimuth (X).

x
oo — 4708 B, = 5.6796
15’ — 408"
34'.8 — 39°36' 1015' [+]°
195'.7 — 33°32' 2036’
1832'.6 — 278’ 3071
2027 — 21038’ 3046
2u31'.1 — 15°20" 4°4'
3u13'.9 — 6%4’ 4047'} Mox 426
3v29'.8 — 2020" 2030" [+]"
4010°.6 + 5%’
4v27' .4 + 8°14 nagenoeg 0 [+]"
4u32'.4 + 9932’
4935 4 + 9938 0
4u40' + 10052 B, = 51146
4v42' .4 + 11924/ 0
4u45' .4 4 11952 nagenoeg 0 [—]"
5u11.2 4 16952 1056'
619'.9 + 27%6'
9ug’ .9 + 68° 13°17
9u19'.8 + 68924 13°45'
9u31'.7 + 7052’ 13°54" ) [—]"
9uid’ .6 + 74°12' 1301 ; Max 13°36'
9u53’ 6 + 74° 13053’
104135 + 7852 13034
10v23' .4 + 80°36' 13033’
10036'.4 + 83952’ 12°50' [-]"
10454’ .2 + 86°52'
1421’ — 49°20" (+130°40')) 0
14025’ — 48016’ 0
14u31' ) 1432’ — 4700" } 47019 0
14034 — 46040 0
14943’ — 45°16' 0
14v54' — 41040’

nagenoeg 0 [+]”

Uit %, en x, volgt $" =18°1'}; uit 14032’ =47°19' voor de
geheele omdraaiing van het slingervlak 14v33' = 47°8',y,, = —11°.80.
Uit de eerste onderperiode vinden wij
J"=189.34'; 5,=—12°.09.
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Uit de tweede onderperiode
P =171; g,=—11070.

Dus [L. II7... yp =-—11°.87.

§ 10. Is het alleen om de berekening van y, te doen, zoo behoeft
men niet eene geheele omdraaiing van het slingervlak af te wachten,
maar men zal, daar, zooals in § 2 van Hoofdst. II werd opgemerkt,
de bepaling van het azimuth van de groote as van een slingerings-
ellips minder nauwkeurig wordt, naarmate de verhouding van de
kleine as tot de groote toeneemt, de proef het liefst zoo inrichten,
dat men bij het begin en het elnde op rechtlijnige slingeringen
instellen kan, en de proef dus eene geheele onderperiode omvat.
Kent men de ligging van de symmetrieassen van den slinger, zoo
kan men het aanvankelijk azimuth gemakkelijk zoo kiezen, dat de
proef niet langer duurt dan men wenscht. De berekeningswijze [4],
die men dan toepassen moet, geeft dezelide uitkomsten als eene
andere, die ik aan prof. KircHHOFF te danken heb, en die ik hier
in aansluiting aan vroegere formulen af zal leiden.

Volgens het eerste stuk heeft men

(Tyx,)’ __Tyi (¥ —e),
TgX,) = Tgi'+e)

dus
(B2
TgX,) __ Sin*y
Typx.\® Sin*e
(7%)
Past men twee malen de regel van NEPER op die rechthoekigen
spherischen driehoek bij aanvankelijk vlakke slingeringen toe, zoo
vindt men

Cos23 __ Sin*
Cos2 X, ~ Sinte
Men kan dus 23 vinden, vervolgens uit 23 en 2 X, volgens de
meermalen gebruikte formule Sird’, ' en eindelijk 5, als te voren,
Evenzoo volgt nit ()

( Tyx,_)’ —_Tri@ —

Cotg X, Tyi(V' e’
en dus
1_( T!/x, )‘
CotgXy) __ Sin’
Tyx, )’—. Stwe
1+ ((Joty X; /



287

Men vindt dus uit eene onderperiode, waarin de assen van de
slingeringsellips in. het midden de verhouding = hebben en waarbij
de hoek tusschen de rechtlijnige begin- en eindslingering 2 ¢, is, door

1 ( )
Cos23= — P’ cron,, Siny =122

1_( » )’ T Ty
Tg 9,

Y’ volledig bepaald, daar het tusschen 0° en 90° moet liggen,

verder past men de berekeningswijzen toe, die in ’t vorige werden
behandeld.

Wij geven nog een voorbeeld voor een kleine waarde van "
[M] (20 Sept.)
Alles als bij [L], slechts in de richting van het bovenmes aan
elke zijde op den afstand van 4 CM., toegevoegd 10 Gr.

Tijd. Azimath (X). z

0 — 44°21" 0

10’ — 41°50°

17 — 40028 [+

36' — 36734 103
1032 — 24°38' 2042’
3u2'.7 — 18° 201y
8u7'.1 — 4°52' 205
4v8'.25 + 7°38 0
4110'.2 + 8016’ 0
4v14'.7 14714'6 4 8°52" }49°4 (]
4u18'.7 + 9°52' 0
4v21'.25 + 10°44' 0
4125'.25 + 11°20° begin [—]"

V=180,  ¢,==—120.10,

Het gemiddelde uit [L. I}, [L. II] en [M] wordt

— 1y, = 110.99, Theorie —12°.03.

De vergelijking van deze uitkomst met de proeven van VAN DER
WiriiceN toont weder, dat de slingerproef van Foucaurr met on-
zen kleinen slinger, wanneer men slechts acht geeft op de noodza-
kelijke eenvoudige verbeteringen, zeer doelmatig verricht kan worden,



STELLINGEN,

Geen der bewijzen voor de tweede wet der mechanische warmte-
theorie, bij een omkeerbaar kringproces, die men uit de wetten der
mechanica alleen heeft trachten af te leiden, zonder te letten op de
waarschijnlijkheid van elken bizonderen bewegingstoestand onder een
groot aantal mogelijke — kan den toets der kritiek doorstaan.

II.

Ook aan BovrrzMaNN's beschouwingen daarover kan geen bewijs-
kracht worden toegekend.

111

O. E. MEeyEr’s bewijs voor de wet van snelheidsverdeeling van
MaxwiLL-BoLTzMaNN is onhoudbaar.

Iv.

Het verschil tusschen de waarde, die de waarneming oplevert voor
de verhouding van den lineairen tot den cubischen elasticiteitscoéffi-
cient, en die, welke theoretisch uit de onderlinge moleculaire wer-
king van een stelsel rustende punten kan worden afgeleid, vindt
zijne verklaring in de warmtebewéging.
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V.

Het is niet waarschijnlijk, dat de wetten van de voortplanting
van het geluid in strijd zijn met de kinetische gastheorie.

VI.

De verklaring der radiometerverschijnselen moet worden gezocht in
de eigenschappen der niet-stationaire warmtegeleiding in gassen.

VII.

De electromagnetische theorie geeft de meest bevredigende ver-
klaring van de verschijnselen van het licht.

VIIIL.

MaxweLL’s verklaring van de draaiing van het polarisatie-vlak
onder de werking van magneten is onbevredigend en onvoldoende.

IX.

De brekingsindex van de vloeistoffen vertoont opmerkelijke ver-
anderingen in de nabijheid der kritische temperatuur. De nevel-
vorming bij dit punt moet worden toegeschreven aan den overgang
van toestanden met zeer verschillenden brekingsindex in elkander bij
eene zeer geringe warmtebinding.

X.
De wet van WEBER verklaart het best de electrische verschijnselen.

XI.

BERTRAND maakt ten onrechte tegenwerpingen tegen HELMHOLTZ
»Theorie der Wirbelbewegung”.

XIL

Terecht stelt KircHHOFF aan de mechanica ten doel de eenvou-
digste beschrijving van alle bewegingsverschijnselen.

XIII.

De voornaamste beteekenis der niet-Euclidische meetkunde moet
voorloopig in de verklaring en de ontwikkeling van het stelsel van
noodzakelijke en toereikende axioma’s voor de Euclidische worden
gezocht.
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XIV.
Het begrip van ruimte is langs empirischen weg gevormd.

XV.

Er bestaat geen wezenlijk onderscheid tusschen de methoden van
het wiskundig en van het natuurkundig onderzoek.

XVI.

De onderzoekingen van vAN DER Waats openen het vooruitzicht
op de bepaling van het moleculairgewicht van vloeibare verbindingen.

XVII.

Alle scheikundige verbindingen kunnen unit het oogpunt der valentie
worden geconstrueerd door aan te nemen, dat er twee groepen van
elementen zijn, van welke de eene trivalent de andere quadrivalent
is; tot de eerste daarvan behoort de waterstof.

XVIIIL

De structuur van benzol wordt het best door de rangschikking
van de koolstof-atomen in een driezijdig prisma uitgedrukt.

XIX.

THoMsON’s hypothese over den vortex-aard der atomen is eene
belangrijke schrede op het gebied der mechanische natuurverklaring
en drukt het zegel op SpiNoza’s woorden: ,Materia ubique eadem
est, nec partes in eadem distinguuntur, nisi quatenus materiam diver-
simode affectam concipimus.
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